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Kapitel 1

Formale Sprachen und
Automaten

03.05.2000
Sei ¥ ein Alphabet (geordneter Zeichenvorrat). Eine formale Sprache ist eine (belie¥igegung 1
Teilmenge vorE*. Unser Ziel ist es nun eine mdglichst einfache bzw. kurze Beschreibung
fur eine formale Sprache zu finden.

Beispiel 1.1
<Satz= —  <Subjekt> <Pradikat- <Objekt>
<Subjekt- —  <Artikel> <Attribut> <Substantiy
<Artikel> — ¢
<Artikel> —  der
<Artikel> — die
<Artikel> — das
<Attribut> — ¢
<Attribut> —  <Adjektiv>
<Attribut> —  <Adjektiv> <Attribut>
<Adjektiv> —  Klein
<Adjektiv> —  grof
u.S.w.
Beispiel 1.2

L, = { aa, aaaa, aaaaaa, aaaaaaaa, ...} = { (@aa)" | n € N}
L, = { ab, abab, ababab, abababab, ...} = { (ab)" | n € N}
Ls = { ab, aabb, aaabbb, aaaabbbb, ...} = {a"b" | n € N}
Ly={a, b, aa, ab, bb, aaa, aab, ...} ={a"b™ | n,m € N}

1.1 Chomsky Hierarchie

1.1.1 Chomsky Grammatik

Definition 1.1 Eine Grammatik ist ein 4-Tupél = (V, %, P, S) das folgende Bedingun-
gen erflllt:

- Vist eine endliche Menge, die Menge der Variablen.

1



2 KAPITEL 1. FORMALE SPRACHEN UND AUTOMATEN

- X ist eine endliche Menge, das Terminalalphabet, wdbei X = .

- P ist die Menge der Produktionen oder Regel.ist eine endliche Teilmenge von
(VUX)™ x (VUX)*. (Schreibweise(u,v) € P schreibt man meist alg — v.)

- S € V istdie Startvariable.

Seienu,v € (V U X)*. Wir definieren die Relatiom = v (in Worten: v geht unterG
unmittelbar inv Gber), fallsu undv die folgende Form haben:

- u=2xyYz
-v=gxy'zmitz,z € (VUX)* und
- y — y' eine Regel inP ist.

Falls klar ist, welche Grammatik gemeint ist, so schreiben wir oft auch einfachuksdrz
anstelle voru = v.

Beispiel 1.3
Gegeben sei die Spraclig mit den Produktioner$ — aa und S — aaS. Dann ista'”
ein Wort dieser Sprachal’ € L), denn:

S = aaS = aaaaS = aaaaaaS = aaaaaaaaS — aaaaaaaaaa = a'’

Definition 1.2 Die von G definierte (erzeugte, dargestellte) Sprachelis€) := {w €
Y| S = w} wobei=, die reflexive und transitive Hillle voa ¢ ist.

Eine Folge von Worterfwg, w1, ..., w,) Mit wy = S, w, € Y* undw; = w; + 1 fir
i =0,...,n heil3t Ableitung vonu,,

Beispiel 1.4

Ly: S —ab, S — abs

Ly: S—eS8S—A S—B,S— AB,
A — ad, A — a,
B —bB, B — Db,

1.1.2 Chomsky Hierarchie

Definition 1.3 Jede Grammatik ist automatisch vom Typ 0. D.h., bei Grammatiken von
Typ O gibt es keinerlei Einschrdnkungen an die RegelR.in

Eine Grammatik ist vom Typ 1 oder kontextsensitiv, falls fir alle Regel v in P gilt:
Jul < Jol.

Eine Grammatik ist vom Typ 2 oder kontextfrei, falls fir alle Regelr> v in P gilt:
u € V (d.h., uist eine einzelne Variable) uhg > 1.

Eine Grammatik ist vom Typ 3 oder regular, falls fur alle Regelr v in P gilt: v € V
(d.h., u ist eine einzelne Variable) und € ¥ U XV (d.h., v ist entweder ein einzelnes
Terminalzeichen oder ein Terminalzeichen gefolgt von einer Variablen).

Definition 1.4 Eine Sprachd. C ©* hei3t vom Typ, ¢ € {0, 1,2, 3}, falls es eine Gram-
matik vom Typ gibt mit L(G) = L.
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e-SonderregelungWegen|u| < |v| kann das leere Wort bei Typ 1,2,3 Grammatiken nicht
erzeugt werden. Wir erlauben daher die folgende Sonderregelunsgs I5{G) erwiinscht,

so ist die Regeb — ¢ zugelassen, falls die Startvariatfieauf keiner rechten Seite einer
Produktion vorkommt.

Menge aller Sprachen

Typ 0 Sprachen N
(semientscheidbar oder
rekursiv aufzahlbar)

4 N

entscheidbare
Sprachen

4 Typ 1 Sprachen )

(kontextsensitiv)

Typ 2 Sprachen
(kontextfrei)

Typ 3 Sprachen
(reguléar)

Lemma 1.1 SeiG eine Grammatik mit. € V'V (u — v) € P. Dann istL(G) kontextfrei.

Beweis:Zu zeigen ist, dass eine Grammatik existiert mitL(G’) = L(G) und gilt G’ ist
vom Chomsky-Typ 2. Wir erzeugen nd# ausG wie folgt:

1. Eliminiere alle Produktionen der At — . Angenommen es gild — ¢, dann
streiche diese Produktion fall4 = S und fuge fur jede ProduktioX — uAw
zusétzlich eine ProduktioR — uw ein.

2. Sorge daflr, dasS auf keiner rechten Seite vorkommt. Fige die Produkfon-
T hinzu, und ersetze all§ in der rechten Seite durch und fuge dann fur jede
ProduktionS — wu,u # ¢,u € ¥ U V eine Produktior{” — « hinzu.

O

Lemma 1.2 Lemma 1.1 gilt analog auch firr regulare Sprachen:

SeiG eine Grammatik mit € V Av e XUXV VYV (u — v) € P. Dann istL(G) regular.
05.05.2000
Vorlesung 2

Beispiel 1.5
Im folgenden geben wir ein paar Beispiele fur Grammatiken:

Typ3: L={a" | n € N},
Grammatik:S — a, S — aS

Typ 2: L = {a"b" | n € N},
Grammatik:S — ab, S — aSb

Typ 1: L = {a"b"c" | n € N},
Grammatik:S — aSXY, S — aXY, XY - YX,
aX — ab, bX — bb, bY — bc, cY — cc

Backus-Naur-Form:Die Backus-Naur-Form (BNF) ist ein Formalismus zur kompakten
Darstellung von Typ 2 Grammatiken.
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- StattA — 81, A — [, ... ,A — (3, schreibt mamd — 51|532|...|Bn.

- StattA — ay, A — afy schreibtmam — «[f]y.
(D.h., das Worts kann, muf3 aber nicht, zwischenund~ eingefligt werden.)

- StattA — ay, A — aBvy, B — 3, B — B schreibt mamd — «o{G}y.

(D.h., das Worts kann beliebig oft (auch Null mal) zwischen und v eingefiigt
werden.)

1.1.3 Wortproblem

Beispiel 1.6
Arithmetische Ausdriicke:

<exp> = <term>

<exp> = <exp> + <term>
<term> = (<exp>)

<term> = <term> * <term>
<term>=a|b]..|z

Die Aufgabe eines Compilers ist es, zu prifen ob ein gegebener String einen giilti-
gen arithmetischen Ausdruck darstellt und, falls ja, ihn in seine Bestandteile zu zerlegen.
Abstrakt kann man diese Probleme wie folgt formulieren:

1. Wortproblem:Fur eine gegebene Grammatik= (V, %, P, S) will man feststellen,
ob fur das Wortw € ¥* gilt, dassw € L(G).

2. AbleitungsproblemFir eine gegebene Grammatik= (V, %, P, S) und ein gege-
benes Wortv € L(G) will man eine Ableitung vonw konstruieren. D.h., Worte
W0, Wy .oy Wy, € (BUV)* Mitwy =5, w, = wundwy = wy = ... = wy,.

Satz 1.1 Fir kontextsensitive Sprachen ist das Wortproblem entscheidbar. Genauer: Es
gibt einen Algorithmus, der bei Eingabe einer kontextsensitiven Grammatik G und eines
Wortesw in endlicher Zeit entscheidet, abe L(G).

Beweisidee: Angenommenw € L(G). Dann gibt eswg, wy,...,w, € (£ U V)* mit
wo = S undw, = w undwy = w1 = ... = Wy,

Wichtig: Da G kontextsensitiv ist, giltwg| < |wi] < ... < |w,|. D.h., es genugt alle
Worte in L(G) der L&ange< n zu erzeugen.

Beweis: Definiere

T = {weEuUV) ||lw <n
undw l&sst sich aus' in héchstensn Schritten herleiten}
Diese Mengen kann man fir alleinduktiv wie folgt berechnen:
v = {S}
Iy, = {I}U(we(EuV) ||w <nundw = wfireinw e T}

Far allem gilt:

n .
Tl < > IZuVv|
=1

m

Es muss daher immer ein, geben mitf;) =177 | = ... O
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Algorithmus:

n = |wl;

T3 = {S};

m = 0;

repeat
17, :=<wie oben>;
m:=m+1;

until T =T" _,orweT);

m—
if we T thenreturn (*Ja”) else return (“Nein”).

Beispiel 1.7
Gegeben sei eine Grammatik mit den Produktiofien ab undS — aSb sowie das Wort
w = abab.

Iy={S}

T} ={S, ab, aSb }

T} ={ S, ab, aSb, aabb } Die AbleitungaaShb besitzt bereits Lange.
Ti ={ S, ab, aSb, aabb }

Wie unschwer zu erkennen ist lautet die Antwort darauf, ob sicit der gegebenen
Grammatik erzeugen lasst “Nein”.

Wichtig: Das vorgestellte Verfahren ist nicht effizient! Fir kontextfreie Sprachen geht es
wesentlich effizienter (mehr dazu spéter).

1.1.4 Ableitungsbdume und -graphen

Beispiel 1.8
Gegeben sei die folgende GrammatiK: — AB,A — aA,A — a B — bB,B —

b,aaa— c,cb — a.
/ ’ \
A B

/N /N
a A b B

/ N\ / N\

a A b B
L

/

c

\

Die Terminale ohne Kante nach unten entsprechen, von links nach rechts gelesen, dem
durch den Ableitungsgraphen dargestellten Wort. In obigem Beispiel giltelso—
L(G). Der Ableitungsgraph entspricht der Ableitung:

S = AB = aAB = aAbB = aaAbB = aaAbbB = aaabbB = aaabbb = cbbb = abb

Bei kontextfreien Sprachen sind die Ableitungsgraphen immer Baume. Diese werden
dann auch als Ableitungsbdaume bezeichnet.
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Beispiel 1.9
Gegeben sei die folgende Grammatils — aB,S — Ac, A — ab, B — bc. Fir das
Wort abc gibt es zwei verschiedene Ableitungsbaume:

S S

/ N

A B

/ N\ /\

a b c a b c

Definition 1.5 Eine AbleitungS = wg = w; = ... = w, eines Wortesw,, heif3t
Linksableitung, wenn fiir jede Anwendung einer Produkijor~ 3’ auf Wortew; =
xyz, wir1 = xy' z gilt: Auf jedes echte Préafix von xy lasst sich keine Regel anwenden.

Eine Grammatik wird aleindeutigbezeichnet wenn es fur jedes Warte L(G) genau
eine eindeutige bestimmte Linksableitung gibt. Nicht eindeutige Grammatiken nennt man
auchmehrdeutig

1.2 Regulare Sprachen

1.2.1 Deterministische endliche Automaten

Definition 1.6 Ein deterministischer endlicher Automat (englisch: deterministic finite au-
tomata, kurz DFA) wird durch ein 5-Tupéf = (Z, %, J, z9, F) beschrieben, das folgende
Bedingungen erflillt:

- Z ist eine endliche Menge von Zustanden.

Y ist eine endliche Menge, das Eingabealphabet, wabeiX = (.

zo € Z ist der Startzustand.

E C Z ist die Menge der Endzustande.
- §: Z x ¥ — Z heit Ubergangsfunktion.

Die von M akzeptierte Sprache igt(M) := {w € X* | §(z0,w) € E} wobeid : Z x
¥* — Z induktiv definiert ist durch:

- b(z,6) =2
- 6(z,az) = 6(8(2,a), x)

Endliche Automaten kénnen durch (gerichtete und beschriftete) Zustandsgraphen veran-
schaulicht werden:

- Knoten= Zustéande
- Kanten= Ubergange
- genauer: Kantéu, v), beschriftet mitn € X, entspricht(u,a) = v

Endzustande werden durch doppelte Kreise gekennzeichnet.

Beispiel 1.10
SeiM = (Z,%,6;20, F) ein endlicher deterministischer Automat, woléi = {z,
21, 22,23}, & = {a,b}, E = {z3} und folgenden Zustandsiibergangen:
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5(z0,a) = 21 0(z1,a) = 29 0(29,a) = 23 0(z3,a) = 2o
(5(2’0,()) = Z3 5(21,()) = 20 5(22,b) =z (5(23,1)) = Z2

Satz 1.2 SeiM ein endlicher deterministischer Automat dann existiert eine regulare Gram-
matikG mit L(G) = L(M).

Beweisidee: SeiM = (Z,%,0, 20, FE) ein endlicher deterministischer Automat (DFA).
SetzeG = (V, X, P,S)mitV := 2,85 1=z, P:={z — ad(z,a) | z € Z,a € ¥}, dann

gilt L(G) = L(M).

Beispiel 1.11

Sei M der Automat aus dem Beispiel von oben und= abaaa ein Wort der von/

erzeugten SprachB(M). Wir versuchen nun dieses Wort nach der obigen Beweisidee,
durch eine Reihe von Produktionen herzuleiten.

S = zp = az; = abzy = abaz; = abaaz, = abaaaz;

Zwar istz3 ein Endzustand, aber es ist offensichtlich, das weitere Produktionen notwendig
sind (um das;3 zu eliminieren). Diese Produktionen erhélt man wie folgt:

{z —alzeZ,ac ¥ ANi(z,a) € E}
Beweis: mit den eben aufgestellten Regeln gilt fiir, as, ..., a, € X* a; € X
a1, a2, ..., 0y € L(M)
< 3 29,21,...2n, € Z Mit zy Startzustand
V i=1,.,(n—=1): 0(z,a;)) =2i+1 2, €FE
& 3 29, 21,...2n, € V mit 2o Startvariable
20 = Q121 = G10222 = ... = A1...0p—12p—1 = A1...Gp—10p

& ag,ag, ..., a, € L(G)

1.2.2 Nichtdeterministische endliche Automaten

Definition 1.7 Ein nichtdeterministischer endlicher Automat (englisch: nondeterministic
finite automata, kurz NFA) wird durch ein 5-Tupel = (Z, %, 4, S, E) beschrieben, das
folgende Bedingungen erfllt;

Z ist eine endliche Menge von Zustanden.

Y ist eine endliche Menge, das Eingabealphabet, waheiX = (.

S C Z ist die Menge der Startzustéande.

E C Z ist die Menge der Endzustande.

- §: Z x ¥ — P(Z) heilRt Ubergangsfunktion.
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Die von M akzeptierte Sprache igt(M) := {w € ©*|§(S,w) N E # 0} wobei? :
Z x ¥* — Z induktiv definiert ist durch:

-6(Z'e)=2 NZ' CZ

b S(Z/,aﬂj) = U 8(5(Z,a),ﬂf)

zeZ’

Satz 1.3 Sei G regulare Grammatik, dann existiert ein endlicher nichtdeterministischer
AutomatM mit L(G) = L(M).

Beweisidee: SeiG = (V, X, P, 5) eine regulare Grammatik. Seta¢ = (Z, ¥, 9, S, E)
mit Z .=V, S:={S}undz’ € §(z,a) & z — a7

regulare

/ Grammatik\

DFA NFA

~_

Potenzmengen
Konstruktion

Satz 1.4 Jede von nichtdeterministischen endlichen Automaten akzeptierte Sprache ist auch
von deterministischen endlichen Automaten akzeptierbar.

Beweis:SeiM = (Z,%,4, S, E) ein NFA.

Unsere Idee ist es nun einen DFA zu konstruieren bei dem jede mdgliche Teilmenge von
ein neuer Zustand ist. FuUr diesen DFA gilt:

- M* = (2"%,6%, 2, E7)
- Z* = P(Z) (Potenzmenge vof)

-6 (Za)= U 6(2',a) =4(Z',a) Z'CZ
zez’
- =5
- Ef={Z' CZ|Z'NE+0}
Beachte:

a1,y Gy € XF ai,...,an € L(M)
&3 Z,eZaCZ

(5(5,&1) =/, (5(5’,@2):Z2, ,5(S,an):Zn ZnﬁE?é@
S a1y, @ € L(M™)
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Satz1.5Ist M = (Z,%, 0, z9, E) ein deterministischer endlicher Automat, so ist die durch
P = {z—a’|é(za)=2}u{z—al|d(z,a) e FE}
gegebene Grammat® = (Z, 3, 2o, P) regulér.
Beispiel 1.12
Gegeben sei eine Grammatik mit den folgenden Produktionen:
- 29 — azy, 29 — bzs, 20 — b, 21 — azy, 21 — bz,

- 29 — azs3, 20 — bz1, 20 — @, 23 — azg, 23 — b2y

Ein Beispiel fir ein Wort der erzeugten Sprachezst= az; = abzy, = abaz; =
abaaz, = abaaa € L(G).

Satz 1.6IstG = (V, %, S, P) eine regulare Grammatik, so i3 = (VU{X},%,4,S, E)
ein nichtdeterministischer endlicher Automat, wobei

5 o {5,X}, fallsS —ceceP
T {X}, sonst

Bejfd4,a) & A—aB und
Xeilde & A—a

Beispiel 1.13
Gegeben sei eine Grammatik mit den folgenden Produktionen:

-S—aA,S—bB,A—aA—ad, B—b,B—bB

/\
\/
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1.2.3 Regulare Ausdriicke

Definition 1.8 Regulare Ausdriicke sind definiert durch:

- () ist ein regularer Ausdruck.

¢ ist ein regularer Ausdruck.

Fir jedes & X ist a ein reguléarer Ausdruck.

Wenno und 3 regulére Ausdriicke sind, dann sind augh, («|3) und(«)* regulére
Ausdriicke.

Zu einem regularen Ausdruekist eine zugehdrige Spractig~) induktiv definiert durch:

Fallsy = 0, so gilt L(v) = 0.

Fallsy = ¢, so gilt L(y) = {}.

Fallsy = a, so gilt L(v) = {a}.

Fallsy = af, so gilt L(y) = L(a)L(B) = {wv |u € L(a), v € L(B)}

Fallsy = («|8), so gilt L(v) = L(a) UL(B) = {u|u € L(a) Vu € L(B)}

Fallsy = (a)*, so gilt L(y) = L(a)* = {u1, ..., un |n € Nyuy, ..., upn € L()}
Beispiel 1.14

- Alle Worte die gleichO sind oder mit00 enden{ 0 | (0|1)*00 }

- Alle Worte die0110 enthalten{(0]|1)*0110(0|1)*}

- Alle 0-1 Werte, die die Binardarstellung einer durch 3 teilbaren Zahl darstellen. Bei-
spiel: 3=11,6=110,9=1001, ...

regulére
Grammatik
DFA NFA
Regularer
Ausdruck

Satz 1.7 L C ¥* durch einen regularen Ausdruck beschreiblkarL regular.

Beweis:“="-Richtung
Sei alsoL = L(vy). Wir zeigen nun das ein NFA{ existiert mitL = L(M).

Induktionsanfang:

Gilt v = 0, v = € odery = a, so folgt sofort ein NFAM mit
L = L(M) existiert.
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Induktionsschritt:

v = ap:

v = (alB):

Nach Induktionsannahme existiert ein NB4, und ein NFA M3
mit L(M,,) = L(o) und L(Mg) = L(B).

Unsere Idee ist es nun die beiden Automaten “in Serie” zu Schalten.
Fir alle Zustande von M,, und allea € X.

Seien)M,, und Mg definiert wie eben. Unsere Idee ist es nun einen
neuen NFAM,, als Vereinigung vomV/, und Mg zu konstruieren.
Dieser NFA ist wie folgt definiert:

- M, =(Z,,%,0,5, E,)

- Zy=273UZ,

- E,=E3UE,

Auch fiir diesen Fall existiert ein NFAZ,,. Fir alle Zustande von
M, und allea € 3.

Es ist zu beachten, dass= L((«)*). Dies bedeutet, dass die Kon-
struktion nicht funktioniert, falle ¢ L(a). Daher modifizieren wir
nun zunachsd/,, so dass aucherkannt wird. Wir fligen dazu einen
Extrazustand: € S, undz € E, und x hat keine (weitere) Kante.




12.05.2000
Vorlesung 4

12 KAPITEL 1. FORMALE SPRACHEN UND AUTOMATEN

Beweis: “«<"-Richtung:

SeiM = (Z,%,0, 21, E) ein deterministischer endlicher Automat. Wir zeigen nun, dass
es einen regularen Ausdruekgibt mit L(M) = L(v). Ohne Einschrénkung s¢& =

{z1, ..., zn}. Wir setzen

Rfj := {z € ¥* | die Eingaber Uberfihrt den im Zustand gestarteten
Automaten in den Zustang, wobei alle zwischendurch durch-
laufenen Zusténde einen Index kleiner gleichaber}

Behauptung: Furallej € {1,...,n} und allek € {1, ...,n} gilt: Es gibt einen reguléren
Ausdruckaf; mit L(af;) = Ry;.

Der Beweis erfolgt nun durch Induktion tbker

Induktionsanfang:

k = 0: Hier gilt

0o ._ {ald(zi,a) = 2z;} i F ]
Rij = { {alé(zi,a) = 2z} U{e} i=j

D.h., RY; ist endlich und IaBt sich daher durch einen reguléren Aus-
druckay; beschreiben.

Induktionsschritt:

k= k+1: Hier gilt

Rffl = Rf(kﬂ)(R?k+1)<k+1))*Rl(€k+1)j
O‘ffl = O‘f(kﬂ)(a§+1,k+1)*alfk+1)j
Somit gilt: L(M) = (o, |af, | ... |af.), wobeiey, ..., e, die Indi-

zes der Endzustande seien.

O
Die Algorithmische Berechnung der Ausdriicke entspricht im Prinzip der Dynamischen
Programmierung.

Beispiel 1.15

Sei L die Menge aller Worte ibef0,1} die eine ungerade Anzahl von Einsen enthalten.
Dazu ist folgender Deterministischer Endlicher Automat gegeben, der die Sprache lesen
kann:
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Im folgenden stehe; fur Even und z; fir Odd. Wir bauen nun schrittweise die von dem
Automaten erzeugte regulére Sprache auf. Der Automat verflgt zunachst einmal Uber die
folgenden Zustandsiibergange:

R?l = {0} 0‘(1)1 = (¢]0)
R?z = {1} 0‘(1)2 1
Rgl = {1} 0‘81 1
Rgz = {0} 0‘(2)2 = (¢]0)

Mit dem im obigen Beweis verwendeten Algorithmus konstruieren wir daraus die regularen
Ausdriicke, die die von dem Automaten akzeptierte regulare Sprache beschreiben:

Rh = R(1)1 UR(1J1(R(1J1)*R(1)1

04%1 = a?1|a(1)1(0‘(1)1)*a(1)1
= (0)

R%z = R[1)2UR(1)1(R(1)1)*R(1)2

0&2 = a(l)zla(fl(a(l)l)*a(l)z
= (01

ay = 1(0)

a3z = (1(0)*1]¢]0)

Nun interessieren uns naturlich die regularen AusdrisckEur diese giltL.(y) = L(M).
Wir zeigen nun das gily = o3,

2 _ 1
afy = agg | aga(ag,

= ((0)"11(0)"2(1(0)*1 | £ 0)")

1.2.4 Pumping Lemma

Beispiel 1.16
Betrachten wir die Sprache = {a"b"™ | n € N} hinsichtlich der Fragestellung ob diese
Sprache regulér ist. Fir diese Sprache lasst sich natirlich sofort die Gramisiatik:
ab, S — aSb angeben. Diese Grammatik ist nattrlich nicht reguléar. Aber geht es auch
anders ... ?

An dieser Stelle kommt das Pumping Lemma in’s Spiel. Es ist ein méchtiges Hilfsmit-
tel, um von einer Sprache zu zeigen, dass sie nicht regular ist.

Satz 1.8 (Pumping Lemmayvw-Theorem) Sel eine regulare Sprache. Dann gibt es ein
n € N, so dass es fur jedes Warte L mit|z| > n eine Zerlegung: = wvw gibt, so dass

1. v >1,

2. luww| <mn,
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3. fir alle i € Ny gilt: uv'w € L.

Beweis: Da L eine regulare Sprache ist, existiert ein deterministischer endlicher Automat
M mit L(M) = L. n (gemeint ist das: aus dem Pumping Lemma) ist die Anzahl der
Zustande vonM. Beim Abarbeiten eines Wortes |z| > n, durchlauft der Automat
mindestengn + 1) Zustdnde. Damit gibt es mindestens einen Zustand der mindestens
zwei Mal durchlaufen wird.

Es ist klar, dass alle Wertev’w vom Automaten erkannt werden, algo'w € L.
Ein moglicher Sonderfall liegt mit = ¢, w = ¢ undv = a vor. In diesem Fall besteht
der Automat aus nur einem Knoten und die Schleife nur aus einer Kante.

a

Es gilt natiirlich auch, dasswv| < n (der Automat verfigt ja nur Uber Zustande,
und demzufolge muss die erste Schleife nach spéatestefeichen abgeschlossen sein)
und|v| > 1 (auch wenn die Schleife keinen Knoten enthélt, so enthélt sie zumindest eine
Kante). |

Satz 1.9 Die Sprachel, = {a"b" | n € N} ist nicht regular.

Beweis: Angenommenl ware eine reguldre Sprache. Sedie Zahl aus dem Pumping
Lemma und betrachten wir das Wost:= a3"b*" € L, || > n. Damit giltz = uvw und
luv| < n:

[aaa aaa|[bbb bbb |
Lo JLv ]| w |

Damit gilt auch, dass undwv nura’s enthalten kdnnen. Das heif3t, es existiert gin N,
so dasg = a’.

Wahlen wir zum Beispiel das Wortv?w, es enthaltin + ja’s und 3nb’s. Damit
ist uv?w kein Wort ausL, da es meha's alsb’s gibt. Dies steht im Wiederspruch zum
Pumping Lemma. |

1.2.5 Abschlusseigenschaften

Definition 1.9 Man sagt, eine Mengé von Sprachen ist abgeschlossen unter der Opera-
tionofallsqilt: L1,y € L= Li0Ls € L.

Satz 1.10 Die Menge der Regularen Sprachen ist abgeschlossen unter :
- Vereinigung

- Schnitt
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- Komplement
- Produkt
- “Stern”

Beweis: Siehe Beweis zu Safiz 7 auf Seitel0und Ubungsblatt 2. |

1.2.6 Entscheidbarkeit

Beispiel 1.17

Wie wir bereits wissen ist das Wortproblem fiir regulére Spradhentscheidbar. Wenh

durch einen deterministischen endlichen Automaten gegeben ist, ist dies sogar in linearer
Laufzeit moglich. Allerdings gilt, dass bei der Uberfiihrung eines nichtdeterministischen
endlichen Automaten in einen deterministischen endlichen Automaten die Komplexitat ex-
ponentiell zunimmt.

17.05.2000
Vorlesung 5

Wortproblem: Ist ein Wortz in L(G) ?
Das Wortproblem ist fir alle Sprachen mit einem Chomsky-Typ gréRer 0 ent-
scheidbar. Allerdings wachst die Laufzeit expotenziell zur Wortlangeauf-
zeit:= O(|Z|™) ).

Leerheitsproblem: Ist L(G) = 0?
Das Leerheitsproblem ist fir Sprachen vom Chomsky-Typ 2 und 3 entscheid-
bar. Fir andere Sprachtypen lassen sich Grammatiken konstruieren fir die
nicht mehr entscheidbar ist ob die Sprache leer ist.

Endlichkeitsproblem: Ist |L(G)| < c0?
Das Endlichkeitsproblem ist fiir alle regularen Sprachen lésbar.

Korollar 1.1 Sein die Pumping-Lemma-Zahl, die zur Spratlgehort. Dann
gilt: L = 0o < IWortw € L mitn < |w| < 2n

Beweis: Wir zeigen zunéchst:

Aus dem Pumping-Lemma folgt, dass gitt:= wvw fur |z| > n unduviw €

L fur allei € Ny. Damit erzeuge maso viele Worter.

Nun wird = gezeigt:

Dass es ein Wort mit || > n gibt, ist klar (es gibt jaco viele Worter). Uber

das Pumping-Lemma l&sst sich ein solches Wort auf L&n@e reduzieren.

O

= Damit kann dieses Problem auf das Wortproblem zuriickgefiihrt werden.
Schnittproblem: Ist L(G1) N L(G2) = 0?

Das Schnittproblem istur fir Sprachen vom Chomsky-Typ 3 entscheidbar
Aquivalenzproblem: Ist L(G;) = L(G2)?

Das Aﬂjivalenzprﬁlem |aRt sich auch wie folgt Formulierén: = Lo, <

(Ll ﬂLg) U (L2 ﬁLl) - @

Wichtig fur eine effiziente Lésung der Probleme ist, wie die Sprache gegeben ist. Hierzu
ein Beispiel:

Beispiel 1.18
L = {w € {0;1}* : k-letztes Bit vorw ist gleich 1}
Ein NFA fir diese Sprache ist gegeben durch:
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N ENQE Ve T 0.1
)\

k Zustande

Insgesamt hat der NFA + 1 Zustdnde. Man kann nun diesen NFA in einen deter-
ministischen Automaten umwandeln und stellt fest, dass der entsprechend® @FA
Zustande hat.

Da die Komplexizitat eines Algorithmus von der Grof3e der Eingabe abhangt, ist dieser
Unterschied in der EingabegrofRe naturlich wesentlich, denn es gilt: kleine Eingabe wie
beim NFA — “wenig Zeit” fur einen effizienten Algorithmus, grof3e Eingabe wie beim
DFA — “mehr Zeit” fur einen effizienten Algorithmus.

1.3 Kontextfreie Sprachen

Geklammerte Sprachkonstrukte sind nicht regular, denn schon die Sgraea”b"™ | n €
N} ist nicht regulér. Der Beweis erfolgt durch Anwendung des Pumping-Lemmas. Im fol-
gendem sind ein paar Beispiele fur kontextfreie Sprachen angegeben:

Beispiel 1.19
- Arithmetische Ausdricke:

E — TIE+4+T
T — F|IT+F
F — a|(E)

- Klammerpaare in Programmiersprachen:

{...}

begin ...end
repeat ...until
then ...end

Definition 1.10 Eine Grammatik ist vom Chomsky-Typ 2 oder kontextfrei, wenn fur alle
Regelnw; — ws gilt, dassw; eine einzelne Variable ist.

Beispiel 1.20
Die SpracheL = {a"b™ | n € N} ist demzufolge kontextfrei, da sie sich durch die
GrammatikS — ablaSb erzeugt wird.

Die Menge der regularen Sprachen ist also eine echte Untermenge der Menge der kontext-
freien Sprachen.

1.3.1 Normalformen
An eine Normalform einer Grammatik stellen wir die folgenden Anforderungen:
- Wir wollen eine méglichst einfache Form fiir die erlaubten Regeln.

- Jede Kontextfreie Sprache soll mit einer Grammatik dieser Form beschrieben werden
kénnen.
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Der erste Schritt hin zur Normalform besteht darin, an die Grammatik aus der wir die
Normalform erzeugen wollen gewisse Anforderungen zu stellen.

- Die Grammatik ist-frei.

- Die Grammatik enthélt keine Regeln der Forn— B, wobei A und B Variablen
sind.

Definition 1.11
- Eine Grammtik heif3-frei, falls es keine Regel der Forrh — ¢ gibt.

- Zu jeder GrammatilG gibt es eingiugivalentegGrammatikG’, die e-frei ist. Aqui-
valentbedeutet:L(G) = L(G')

Um eine GrammatilG in eine aquivalenteg-freie Grammatik umzuwandeln, verwende
man folgendes Vorgehen:

1. Teile die Menge der Variablen vaf in zwei disjunkte Teilmengef; und V5, so
dass
A € V; genau dann wend =" ¢

2. Losche alle Produktionen der Forh— e.
3. Fiuge fir jede RegeB — z Ay mit A € V; eine RegeB — zy ein.

Zur Elimination der Regel der Fortd — B, wobei A, B € V ist, gehe man folgenderma-
3en vor:

1. Betrachte Zyklen der Form®; — By, By — Bs,...,By_1 — By, By — B; und
ersetze die VariableB; durch eine neue VariablB.

By,

N

2. Ordne die Variabled A,, ..., A;}, so dassd; — A; nur firi < j.

3. Eliminiere von hinten nach vorne (d.h. fér= [ — 1,...,1) durch Ersetzen von
Ay — Ay k' > kdurchAg — 24]... |z, wobeiz,...,z,, die Satzformen sind,
die ausAy entstehen kénnen (d.W, — z1]|...|zm).

Definition 1.12 Eine kontextfreie Grammat® mite ¢ L(G) hei3t Chomsky Normalform,
falls alle Regeln eine der beiden Formdn— BC oder A — a haben, wobelA, B undC
Variablen sind undx ein Terminalsymbol ist.
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Definition 1.13 Eine kontextfreie Grammati& mit = ¢ L(G) heil3t Greibach Normal-
form, falls alle Regeln die Ford — aBj, Bs, ... , B; haben, wobel, By, Bs, ... , B
Variablen sind und ein Terminalsymbol ist.

Die Eigenschaften der Chomsky Normalform CNF

- Ableitungen bei Grammatiken in der CNF sind Binarbaume
= ein Wort der Lange: kann in gena@n — 1 Schritten abgeleitet werden.
Skizze mitn — 1 Kanten und» Kanten =2n — 1 Kanten.

Existenz von Normalformen

Satz 1.11 Zu jeder kontextfreien Grammat(k mitc ¢ L(G) gibt es eine Chomsky Nor-
malform GrammatilG’' mit L(G) = L(G’).

Beweis: Existenz der CNF
Alle Regeln der Grammatiky = (V, %, P, S) haben die Fornrd — a oderA — x mit
z e (VUD)* |z| > 2.

- Firjedes Terminalzeichenc X fihren wir eine neue VariablB,, ein mit der Regel:

B, — a.

- In den Produktionen wird jedes Terminalsymhalurch die entsprechende Variable
B, ersetzt.

- Regel der FormA — BB, ... B;. Hier wird eine neue Regel der For@, —
B, ... B; eingefiihrt, dann eine Regel der Foffy — Bs ... B; etc. bis nur noch
Regeln der Forn — Y Z vorhanden sind.

A = BB B

| S———

—_—
—_——
C3 -

1.3.2 Wortproblem, CYK-Algorithmus
Das Wortproblem fur kontextfreie Grammatiken

Gegeben sei eine kontextfreie Grammatikind ein Wortz mit 2 € ¥*. Um festzustellen
obz € L(G) ist, geht man wie folgt vor:

1. Schritt: UberfilhreG in eine aquivalente Grammati&’ in CNF (Chomsky-
Normalform). Algorithmus dazu siehe Seit8.

2. Schritt: Lése das Wortproblem fur die Grammatik in CNF. Verwende hierzu
denCYK-Algorithmugbenannt nach GCKE, Y OUNGER, KASAMI).

Der CYK-Algorithmus basiert auf der Idee der Dynamischen Programmierung.

Seiz = xix2...2;...25...2, Mitz; € X. Berechne fur alle, j die MengeT; ;
der Variablen, aus denen man das Teilwoyrt. . 2; ableiten kann. Dann gilt (mit S als
Startsymbol):

z€L(G)eSeT,

Die T; ; berechnet man induktiv ber die Langeles Teilwortes:; . . . x;:



1.3. KONTEXTFREIE SPRACHEN 19

Induktionsanfang: & = 1:
T,;,={AeV|A—uz}
Induktionsschritt: k& — k + 1:
Tikri={A€V|A—-BC,I0<I<kBeT;,C€Titit1itk}

A

B/\C Es existiert also eine Ablei-
R L tungA — BC, sodasB den

Anfang des Wortes erzeugt
undC genau den Rest.

wfﬂi s Tgl ‘xi+l+1 lz+k|

Beispiel 1.21
Gegeben sei die Grammatik mit folgenden Produktionen:

S — AB, A — ablaAb, B — c|cB

Man sieht leicht, das§ kontextfrei ist und fur die voidr erzeugte Sprachk(G) gilt:
L(G) ={a"b"c™ | n,m € N}

Die Umformung in CNF ergibt:
S— AB, A— CD|CF, B—¢c|EB,C—a, D—b, E—c, F— AD

Maochte man nun uberprifen ab= aaabbbce L(G), so geht man folgendermaRen vor:

1. Zur L6ésung des Problems verwenden wir eine Tabelle mit Spaltenindes Zei-
lenindexk. An der Positiork, i befindet sich am Ende des Verfahréhs, also die
Menge der Variablen aus denen sich das Teilwprt . z; ;, erzeugen lasst. Existiert
keine Variable aus der man das Teilwort ableiten kann, so ist diese Menge leer.

2. Weiterhin enthélt die Tabelle im Tabellenkopf in derSpalte das Zeichen; des
Wortesz.

3. In die erste Zeile der Tabelle werden nun in jedem Helddie VariablenX einge-
tragen, fUr die eine Produktioki — x; existiert.

In unserem Beispiel existiert fur die Terminalzeicteenndb jeweils nur eine Pro-
duktion, ndmlichC — a bzw. D — b. Fir das Terminalzeichem hingegen exi-
stieren zwei Produktionerl; — ¢ und B — c. Dementsprechend ergeben sich die
Eintrage in der ersten Zeile.

4. Fur die weiteren Feldet, i der Tabelle sucht man nun nach Ableitungén— Y 7,
die das betrachtete Teilwatt . . . z;, erzeugen. Und zwar so, dagsden Anfang
des Teilwortes erzeugt und genau den Rest. Es muss also emit 0 < [ < k
existieren, so dass im Feld/,i und Z im Feldk — [, i + [ steht.

In unserem Beispiel existieren fiir die ersten beiden Féldeund?2, 2 keine passen-
den Produktionen (die Grammatik enthalt keine Produktion defArt: C'C). Erst
fur das Feld2, 3 existiert eine passende Produktion, ndmlikch— C'D. Dement-
sprechend wirdd im Feld2, 3 gespeichert,. .
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[N
N
w

o A

o u

oo

o~

o ©

A—CD B—EB
2 - - A - - - B
F—AD
3 - - F - - -
A—CF
4 - A - - -
F—AD
5 - F - - -
A—CF
6 A - - -
S—AB
7 S
8 S

5. Der Algorithmus ist beendet wenn man das Feld n = |z| ereicht hat. Enthalt
dieses Feld das Startzeichsh so ist das Worte in der Sprache enthalten, sonst
nicht.

6. Ist das Wort in der Sprache enthalten, Iasst sich aus der Tabelle eine Ableitung (oder
je nach Fall auch mehrere) konstruieren.

7
C

8
/

1.3.3 Abschlusseigenschaften

Satz 1.12 Die kontextfreien Sprachen sind abgeschlossen unter
- Vereinigung
- Produkt
- Sternbildung

aber sie sinchichtabgeschlossen unter
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- Schnitt
- Komplement

Beweis:

"U": (Vereinigung) SeierG; = (V4,%, P, S1) und Gy = (Va, X, Pa, Sa)
kontextfrei. Ohne Einschrankung gelte ebelso) V5 = (). Sei nun

G = (VioVh,U{S}L%,PS)  mit
P {S—>51|SQ}UP1UP2

Klar ist, dassL(G) = L(G1) U L(G2) kontextfrei ist.
".": (Produkt) Beweis wie oben, abeP = {S — 515} U P, U P,

"*": (Sternbildung) Der Beweis erfolgt wie oben, allerdings gilt hi€r:=
{S — E,S — Sl,Sl — 51,51} U Py \ {Sl — 6}. Dann IStL(G) =

(L(G))*
"N": (Schnitt) Der Beweis erfolgt Uber ein Gegenbeispiel. Die Spradhen
und L, mit:
Ly = {a"b"c™ | n,m e N} und
Ly = {a™b"c" |n,me N}

sind beide kontextfrei (siehe hierzu Beisple?1auf Seitel9). Sei hun
L := L1 N Lo, dann gilt:

L = {a"b"c" |neN}
Die Sprachel ist aber nicht kontextfrei (siehe Abschnit?2 auf Seite

22).

"\": (Komplement) Gegenbeispiel: de Morgan

1.3.4 Pumping Lemma fur kontextfreie Grammatiken

Satz 1.13 SeiL eine kontextfreie Sprache. Dann gibt es eine Zahl N, so dass sich alle
Woérterz € L mit|z| > nin z = uvwzy zerlegen lassen, wobei folgende Eigenschaften
erfillt sind:

1. |vx| >1
2. lvwz| <n
3. fur alle i > 0 ist uv'wz'y € L.

Beweis: Setzen := 2#Vaniablen+1 phenso sei 0.BX mit L(G) kontextfrei in CNF ge-
geben. Set ein beliebiges Wort aus(G) mit k& = |z| > n. Betrachte nun folgenden
Ableitungsbaum:
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Pfad der
Lange ¢

Tiefe ¢
Klar t > log,n, da
logon <log, k <t

T1 T2 Tk

Fir den Pfad der Langegilt also: ¢ > log, n = #Variablen+ 1, d.h. der Pfad enthalt
mindestens eine Variable mindestens zweimal. Wabteunterdie erste Variabled, die
zumindest zweimal vorkommt.

v? w z?

Dieser Ableitungsbaum zeigt  Dieser Ableitungsbaum zeigt

wwy € L uwv?wz?y € L

24.05.2000 Die Bedingungen 1 und 2 sind hierbei ebenso erfiillt. WarumBA. ]
Vorlesung 7

Beispiel 1.22

Mit dem Pumping Lemma kann man nun zeigen, dass die Sprachga™b™c™ | m >
1} nichtkontextfrei ist.

Beweis: Angenommen doch. Dann kann man das Pumping-Lemma anwenden:digei
Zahl aus dem Lemma. Betrachte nun das Wos#t a®"b>"c3".

<n
[aaa aaa|[bbb bbb][ccc ccc]
<n
\ u |[o][w][=]| ] |
[w J[e][w]«]| Y l
—

Wegen|vwz| < n kannvwz nicht gleichzeitig a’sund b’s und c's enthalten. Daher
enthaltvz unterschiedlich viele a’s und ¢’'s und das Wett2wz2y ist nicht in der Spra-
che L enthalten ¢v?wz?y ¢ L). Dies steht im Widerspruch zur Aussage des Pumping
Lemmas und damit kanh nicht kontextfrei sein. |
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Beispiel 1.23
Weiterhin kann man mit dem Pumping Lemma zeigen:

- L = {17 | pist Primzahl} ist nicht kontextfrei.
- L = {1™ | nist Quadratzah} ist nicht kontextfrei.

- Jede kontextfreie Sprache lber einem einelementigen Alphabet ist bereits regular.

1.3.5 Kellerautomaten

Fur regulare Sprachen gilt, dass es zu jeder regularen Sprache einen endlichen Automaten
gibt, der diese Sprache erkennt bzw. dass es zu jedem endlichen Automaten eine entspre-
chende regulare Sprache gibt.

Fur kontextfreie Sprache ergibt sich nuh: = {a"b™ | m € N} kannnicht durch
einen endlichen Automaten erkannt werden, da dieser keinen Speicher besitzt, um sich die
Anzahl der schon gelesenen a’s zu merken. Deshalb erlauben wir jetzt einen Speicher in
Form eines Kellers / Stacks.

[alalb] --- |

\ Stack
E—
beliebig

groR!!

Definition 1.14 Ein nichtdeterministischer Kellerautomat (englisch: pushdown automa-
ta, kurz PDA) wird durch ein 6-Tupéll = (Z,%,T,4, 2o, #) beschrieben, das folgende
Bedingungen erflillt:

— Z ist eine endliche Menge von Zustanden.

— X ist eine endliche Menge, das Eingabealphabet.

— T ist eine endliche Menge, das Kelleralphabet.

- 0:Zx (2U{e}) xT' — (endliche Teilmengen vali x I'*), die
Ubergangsfunktion.

— zp € Z ist der Startzustand.

— 4 e I'ist das unterste Kellerzeichen.

Intuitiv bedeutet(z,a, A) 3 (2/, By ... By):

Wenn sichM im Zustandz befindet und das oberste Zeichen des Kellers4ist, kann
man durch Lesen des Eingabezeichemms den Zustand’ (ibergehen, wobei das Zeichen
A des Kellers durctB; . .. B, ersetzt wird.

Die folgenden Spezialfélle sind erlaubt:

a = ¢ d.h., Kellerinhalt wird verédndexthne dass ein Eingabezeichen ge-
lesen wird.

k=0 d.h., das Zeichen des Kellers wird' gePOPt.
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Die von M akzeptierteSprachelL(M) ist die Menge der Worte, fiir die es eine Folge von
Ubergangen gibt, so daR der Keller nach Abarbeiten des Wesgeist.

Beispiel 1.24
Gegeben sei die Spracliemit L = {a"b" | n € N}. Der Kellerautomat fur. besitzt
zwei Zustande:

1. zp= Interpretation: “Liest-Teil”
2. z1= Interpretation: “Liesb-Teil”

Der Automat ergibt sich also zid = ({zo, 21}, {a, b}, {#, A}, 0, 20, #)
Fir die Zustandstbergangsfunktion gilt:

( ) 2 (20, A%), (21, A#)
d(z0,8,A) > (20,A4A4),(21,AA)

( ) 3 (21,8)

( ) 2 (21,8)

Gibt es nun auch die Maglichkeit, fir kontextfreie Sprachen deterministische Kellerauto-
maten zu konstruieren? Ist dies dann auch fur jede kontextfreie Sprache mdéglich? Hierzu
folgendes Beispiel:

Beispiel 1.25

Ly ={z129...2,%7, ... 22701 | n € N,z; € ¥\ {$}}

Diese Sprache kann (wegen des TrennzeicBgdsirch einen deterministischen Kellerau-
tomaten erkannt werden.

Lo =A{x129... 202y ... 2001 | n € Nyz; € X}

Die Sprachd., kann durch einen nichtdeterministischen Kellerautomaten erkannt werden,
abernicht durch einen deterministischen Kellerautomaten (die Trennstelle zwischen den
beidenz,, muss vom Automaten “erraten” werden).

Definition 1.15 Fir einen deterministischen Kellerautomaten muss (zusatzlich zu den An-
gaben in der Definition eines nichtdeterministischen Kellerautomaten) gelten:

- Er hat eine Mengdy C Z von Endzusténden.

- Es muss gelten:

Vze Z, Vae X, VAeT :|§(z,a A)+ |0(z,6,4)] <1

- Ein Wortz wird genau dann vom Automaten akzeptiert, sich die Maschine in einem
Endzustand befindet. Der Stack muss hientiit leer sein!

Es ist klar, dass das Wortproblem von einem deterministischen Kellerautoméitexaier

Zeit geldst werden kann.

Aber leider gibt esicht zu jeder kontextfreien Sprache einen deterministischen Kellerau-
tomaten (siehe hierzu Beispiel25).

Satz 1.141st G = (V, X, P, S) eine kontextfreie Grammatik, so i8f = ({z},%, V U
3,9, z,S) ein nichtdeterministischer Kellerautomat, wenn wiwrie folgt definieren:

- Fur jede Regeld — « setzen win(z, ¢, A) 3 (z, a).



1.3. KONTEXTFREIE SPRACHEN 25

- Zusaétzlich fugen wir fiir alle € ¥ noché(z,a,a) > (z,¢) ein. .

Beispiel 1.26
Gegeben sei die kontextfreie Grammatikmit S — ab| aSb. Dann erfolgt die Konstruk-
tion des Kellerautomaten wie folgt:

Der Kellerautomat verfiigt nur Uiber einn Zustand, derntiezeichnet wird.

Das Kelleralphabef ist definiert mitl' = {S, a, b}.

Das unterste Kellerzeichen iSt

Nun erfolgt die Definition der Ubergangsfunktion&n

1. Die RegelS — ab fuhrt zu:
3(z,¢,5) > (z,ab).
2. Die RegelS — aSb fuhrt zu:
§(z,¢,5) > (z,aSh).
3. Zusatzlich noch:
i(z,a,a) > (z,¢), d(z,b,b) 3 (2,¢).

Arbeitsweise bei Erkennung des Worsehb:

ungelesene Zeichen Kellerinhalt
der Eingabe

Startzustand: aabb| S

Regel (2): aabb | aSb

Regel (3): abb | Sb

Regel (1): abb | abb

Regel (3): bb | bb

Regel (3): b|b

Regel (3): €| e

Satz 1.151st M = (Z,%,T, 9, 29, #) ein nichtdeterministischer Kellerautomat, sotst=
(V, %, P, S) eine kontextfreie Grammatik, wenn Wirund P wie folgt definieren:
V={StuZxI'xZ

und
S = [z20,#,7] furallez € Z
[2,A,2] = a fur alle Ubergange¥(z,a, A) > (2, ¢)
[z, A,y ] — a[Z', B,v] fur alle Ubergangé(z, a, A) > (2/, B) undalle
ye sz
[z, A,y'] — al?’, B,y]ly,C,y'] fir alle Ubergangej(z,a, A) > (z', BC) und
alley,y’ € Z

[Achtung: Hier nehmen wir ohne Einschrankung (Wieso?!) an, daR es keine Ubergange
§(z,a,A) > (2/,By...By) mitk > 3 gibt.]

Beispiel 1.27
Sei nun ein Kellerautomat gegeben durch:

5(20,3.,#) 3 (20714#)3 (ZlaA#)
d(z0,a,A) 3 (20, AA), (21,AA)
6(Z15b7A) > (21,8),
(5(2’1,5, #) > (2’1,6)
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Wie unschwer zu erkennen, erzeugt dieser Automat die gleiche Sprache wie die Grammatik
aus Beispiel .26auf Seite25. Nun konstruieren wir nach den Regeln aus Satbaus dem
Kellerautomaten eine Grammatik (bitte mit der aus dem anderen Beispiel vergleichen):

- Das neue Startsymbafi
- Die Variablen:S und 8 Variablen der Forrjx;, #/A, z;]
- Die Produktionen fir Startzustand:
S = [20,#, 20] | [20, #; 21]
Die Produktionen fiir Ubergani{z;,b, A) > (z1,¢):
[21,4,21] — b
Produktionen fir Ubergandf zy, &, #) > (z1,¢):
[21,#,21] — €
Produktionen fur Ubergang 2o, @, #) 3 (20, A#):

[20, #, z0] — &[20, A, 20][20, #, 20]
[z0, #, 21] — a&[z0, A, 20][20, #, 21]
[ZO» #7 ZO] - a[z()v Av Zl] [zlv #7 ZO]
[20, #, 21] — @[20, 4, 21][21, #, 21]

Produktionen fiir Ubergand( zo, a, #) > (21, A#):

[20, #, z0] — a[z1, A, 20][20, #, 20]
(20, #, 21] — a[z1, A, 20][20, #, 21]
(20, #, 20] — a[z1, A, 21][21, #, 20]
(20, #, 21] — a[z1, A, z1][21, #, 21]

Analog fiir die beiden restlichen beiden Ubergénge:

[Z07 A7 ZO] - a[zh A7 ZO] [2:07 A7 ZO]
[ZOa A7 Zl] - a[Zo, Aa ZQ] [an Aa Zl]
[20, A, 20] — @[z0, A, z1][21, A, 20)
[z0, A, 21] — @[z0, 4, z1][21, 4, 1]
[207 Av ZO] - a[Z(), Aa ZO] [Z()» Aa ZO]
[20, A, z1] — a[z1, A, 20][20, A, 21]
[207 A7 ZO] - a[Z]_, A7 Z]_] [Z 1, Aa 20]
[20, A, 1] — @[z1, A, z1][21, A, 21]
Der Ableitungsbaum fliaabb sieht damit wie folgt aus:
S
\
[Z()7#7 Zl]
a [20, 4, 21] [21,#, 21]
P |
a [Zl,A,Zl] [ZhA, Zl] g

b b
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Auf Seite24 haben wir in Definitionl.15wie folgt einen deterministischen Kellerauto-
maten definiert:

Ein nichtdeterministischer Kellerautomat hedlgterministischfalls gilt:
Firalleze Z,aec X, AcTist

16(2,a, A)| +[0(z,6, A)| < 1.

Erlauterung: Dies bedeutet, dass der Automat zu jedem Zeitpunkt héchstens eine Alter-
native hat. Daher der Nanteterministisch

Um nun die von einem deterministischen Kellerautomateakzeptierte Sprachig(M )
zu definieren, mussten wil = (Z, %, T, 6, 2o, #) noch um eine Meng& C Z von End-
zustéandererweitern.L(M) besteht dann aus genau den Worten, fiir die es eine Folge von
Ubergangen gibt, so dar sidlf nach Abarbeiten des Wortes in einem Endzustand befindet.
Darauf aufbauend definieren wir nun:

Definition 1.16 Eine kontextfreie Grammatik heisst deterministisch kontextfrei, falls es
einen deterministischen Kellerautomatehgibt mit L(G) = L(M).

1.3.6 LR(k)-Grammatiken

Die Ideeist hierbei: Wir wollen eine Grammatik, fir die wir zu einem gegebenem Wort
"schnell eine Ableitung erzeugen kénnen.

Beispiel 1.28
Eine Grammatik fur Arithmetische Ausdriicke sei durch folgende Regeln gegeben:

S— A
A— FE
A— A+ F
A—A-F
E— P
E—FExP
E—>E/P
P — (4)
P—a

Hierbei tritt dasProblemauf, dass man beim Reduzieren von links in Sackgassen laufen
kann, wie in folgendem Ableitungsbaum deutlich wird:

a+ax*a
P+axa
E+axa
A+4+axa
A+ Pxa

N\

A+ FExa

N\

Axa

AxP
N

Ax FE
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Zur Behebung fuhren wir "Lookaheads” (der Langeein. Diese sind wie folgt zu inter-
pretieren: Die Regel darf nur dann angewendet werden, wenn die naéhggchen mit
den erlaubten Lookaheads ibereinstimmen.

Beispiel 1.29

Arithmetische Ausdriicke mit Lookaheads
Regeln Lookaheads (der Lange 1)
S— A €
A— F +,—, )€

A—A+E | +,—,),¢
A—A—FE | +,—,)),¢
E—P beliebig
E — E x P | beliebig
E — E/P | beliebig
P — (4) beliebig
P—a beliebig

Damit ergibt sich nun folgender Ableitungsbaum:

a+ax*a

N

P+axa
E+axa
A+axa

A+ Pxa

N

A+ FEx*xa

N\

A+ExP

N\

A+FE
A

N

S

Dies fuhrt auf folgende Definition eindrR(k)-Grammatik

Definition 1.17 Eine kontextfreie Grammatik ist eideR(k)-Grammatik, wenn man durch
Lookaheads der Langeerreichen kann, dass bei einer Reduktion von links nach rechts in
jedem Schritt genau eine Regel anwendbar ist.

Korollar 1.2 Jede kontextfreie Sprache fiir dies es dide(k)-Grammatik gibt, ist deter-
ministisch kontextfrei.

1.4 Kontextsensitive und Typ O Sprachen

1.4.1 Turingmaschine

Definition 1.18 Eine nichtdeterministische Turingmaschine (kurz TM) wird durch ein 7-
TupelM = (Z,%,T, 6, 29,0, E) beschrieben, das folgende Bedingungen erfullt:
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— Z ist eine endliche Menge vatustanden

— Y ist eine endliche Menge, d&sngabealphabet

— TI'ist eine endliche Menge, d&andalphabet

- 6:ZxT —P(ZxT x{L,R,N}), die Ubergangsfunktion
— 29 € Z ist derStartzustand

— OeT'\ X%, dasLeerzeichen

— E C Z, die Menge deEndzusténde

Definition 1.19 Eine nichtdeterministische Turingmaschine ist genau dann deterministisch,
falls gilt
|0(z,a)| =1furallez € Z,a €T.

Erlauterung: Intuitiv bedeutet dabei(z,a) = (2/,b, ) bzwd(z,a) > (2/,b, z):

Wenn sich)M im Zustand: befindet und unter dem Schreib-/Lesekopf das Zeichsteht,

so gehtM im nachsten Schritt in den Zustant Giber, schreibt an die Stelle de's das
Zeichenb und bewegt danach den Schreib-/Lesekopf um eine Position nach rechts (falls
x = R), links (fallsz = L) oder laf3t ihn unveréndert (falis= N).

unendliches Band

LT[ - [ 1]

Schreib‘-\
Lesekopf @

Beispiel 1.30

Ziel ist die Angabe einer Turingmaschine, die einen gegeben Stringtau$* als Bin-

arzahl interpretiert und zu dieser Zahl Eins addiert. Folgende Vorgehensweise bietet sich
an:

1. Gehe ganz nach rechts (bis ans Ende der Zahl). Dieses Ende kann durch das erste
Auftreten eines Leerzeichens gefunden werden.

2. Gehe wieder nach links bis zur ersten Null und mache aus dieser Null eine Eins.
Mache dabei alle Einsen auf dem Weg zu einer Null.

Daraus ergibt sich folgende Beschreibung der Zustandiibergange:

1. 6(20,0) = (20,0, R)
8(20,1) = (20,1, R)

(20,0) = (21,00, L)

(

(

Zlul) = (Z1307L)
21,0) = (2e, 1, N)
6(2’0,[3) = (Ze,l,N)

)

2.0

)
Bendotigt wird also die Menge der Zustande= {z, z1, z. }, wobei sich die Menge der

Endzusténde z&'{z.} ergibt.

Definition 1.20 Eine Konfiguration einer Turingmaschine ist ein Tupel:

(a,B,2) eT* xTt x Z
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Interpretation: Das Wory = o3 entspricht der Belegung des Bandes, wobei dieses rechts
und links vonw mit dem Leerzeichefnl gefullt sei. Der Schreib-/Lesekopf befindet sich
auf dem ersten Zeichen vgh

Definition 1.21 Die Startkonfiguration der Turingmaschine bei Eingabe >~* entspricht

der Konfiguration(e, z, 2z9), d.h., auf dem Band befindet sich genau die Eingale >*,

der Schreib-/Lesekopf befindet sich auf dem ersten Zeichen der Eingabe und die Maschine
startet im Zustand,.

[OJea] - Jou[Bi] --- [B.]O] --
\@

Je nach aktueller Bandkonfiguration und Richtunge {N, R, L} ergeben sich folgen-
de Konfigurationsiibergdnge auf dem Band fir die Ausfliihrung des Zustandsibergangs

5(2751) = (Z/,C, LU):

(a1...an,cB...0m,2") fallsz = N,
n>0m>1
(a1...0p—1,an¢P...0m,2) falsz=1L,
n>lm>1
(a1...ane,Ba...0m,2") fallsz = R,
(a1...an,B1...Bm,2) b n>0.m>2
(e,0c¢By...0m,2") fallsz = L,
n=0m2>1
(a1...anc,0,2") fallsz = R,
n>0m=1

Die von einer Turingmaschin&/ akzeptierte Sprache kann folgendermal3en beschrie-
ben werden:

L(M):={zeX"|(5,2,20) F* (o, B,2) mita € T*, 3 €T*, 2 € E}

- [o[me] - [0 -
\@

Definition 1.22 Eine Turingmaschine heif3t linear beschrankt (kurz: LBA), falls fir alle
z € Z gilt:

(2',a) € 6(z,0) — a=0.

D.h., ein Leerzeichen wird nie durch ein anderes Zeichen Uberschrieben. Mit anderen
Worten: Die Turingmaschine darf ausschliesslich die Positionen beschreiben, an denen zu
Beginn die Eingabe stand.
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Satz 1.16 Die von linear beschrankten, nichtdeterministischen Turingmaschinen akzep-
tierten Sprachen sind genau die kontextsensitiven Sprachen.

Beweis: Der Beweis hierzu ist bitte in der Literatur nachzuschlagen. d

Satz 1.17 Die Sprachel, = {a”b™c™ | m € N} ist kontextsenitiv.

Beweis: Es gibt zwei Moglichkeiten, diesen Satz zu beweisen:

1. Angabe einer kontextsensitiven Grammatik fiir

2. Angabe einer nichtdeterministischen, linear beschrankten Turingmaschireedie
kennt.

IDI?IaIaIbIb\b\c\c\CIDI

IDIXI?IaIbIb\b\C\C\CIDI

[Ofxlalalx[b][b[c[cl[c][O]
*

IDIXIaIaIXIb\b\X\:\CIDI

[OlxIx]alx[x[b][x[x][c][O]

(Ol < [x[x[ x| x[x[x][x] x][O]

Analog wie in Satzl.16kann man zeigen:

Satz 1.18 Die von Turingmaschinen akzeptierten Sprachen sind genau die Typ 0 Sprachen.

Hinweis: Hier ist es egal, ob man die Turingmaschine deterministisch oder nichtdetermi-
nistisch wahlt.

Genauer gilt sogar: Zu jeder nichtdeterministischen Turingmasahingibt es eine de-
terministische Turingmaschin®/’ mit L(M) = L(M’). Es ist zu beachten, dass man
bisher nochicht weiss, ob es auch zu jeder nichtdeterministischen, linear beschrankten
Turingmaschine eine entsprechende deterministische, linear beschrénkte Turingmaschine
gibt.

1.5 Zusammenfassung

Zum Abschluss dieses Kapitels werden hier die wesentlichen Punkte aus den vorangegan-
genen Abschnitten tabellarisch zusammengefasst.
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1.5.1 Chomsky-Hierarchie

regulare Grammatik

DFA

NFA

regularer Ausdruck
Deterministisch—| LR(k)-Grammatik

kontextfrei deterministischer Kellerautomat
kontextfreie Grammatik

Typ 3

Typ 2 . s
yp (nichtdeterministischer) Kellerautomat
Typ 1 kontextsensitive Grammatik
(nichtdeterministische) linear beschréankte Turingmaschine
Typ 0 endliche Grammatik

Turingmaschine

1.5.2 Abschlusseigenschaften

| Chomsky-Typ| Schnitt | Vereinigung| Komplement| Produkt | Stern |

Typ 3 ja ja ja ja ja
Det. kf. nein nein ja nein nein
Typ 2 nein ja nein ja ja
Typ 1 ja ja ja ja ja
TypO ja ja nein ja ja

1.5.3 Wortproblem

| Chomsky-Typ | Laufzeit |
Typ 3, gegeben als DFA lineare Laufzeit
Det. kf, gegeben als DPDA lineare Laufzeit
Typ 2, gegeben durch Grammatik in CNFCYK-Algorithmus, LaufzeitO(n?)
Typ 1l (nachstes Kapitel
Typ O (néchstes Kapitel

1.5.4 Entscheidbarkeit

Folgende Tabelle zeigt die Entscheidbarkeit verschiedener Standardprobleme fir die ein-
zelnen Tpyen der Chomsky-Hierarchie:

| Problem| Wortproblem| Leerheitsproblen] Aquivalenzpr. | Schnittproblem|

Typ 3 ja ja ja ja

Det. kf. ja ja ja nein

Typ 2 ja ja nein nein

Typ 1l ja nein nein nein

TypO nein nein nein nein
1.6 Compiler

Was ein Compiler macht sollte eigentlich jedem bekannt sein. Im folgendem ist noch ein-
mal ein grob der der Ablauf eines Compilerlaufes dargestellt. Die Skizze ist weitgehend
selbsterkarend und mit den im vorigen Semester zu Assemblern dargelegten sollte ihr Ver-
sténdniss keine Probleme bereiten.

Im folgendem wollen wir uns auf zwei Aspekte aus dem Ablaufdiagramm beschran-
ken, namlich auf die lexikalische Analyse und die syntaktische Analyse. Weitergehende
Betrachtungen seien den dafur vorgesehenen Vorlesungen vorbehalten.
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Quellprogramm — Compiler — Zielprogramm

Phasen eines Compilerlaufes:

Quellprogramm

——f lexikalische Analyse ’—

i

—  syntaktische Analyse  |—

i

——{ semantische Analyse ’—

Symboltabelle i Fehlerbehandlung

ﬂ Zwischencode Erzeugung ‘—

-  Code Optimierung |

| Code Erzeugung H

Zielprogramm

1.6.1 Lexikalische Analyse: Scanner

Aufgabe: Extrahiere aus dem Eingabestring die nachste “Einheit”, z.B. Namen einer
Variablen, eine Zahl, reserviertes Wort (wie ziBwhile, etc.)," +" -Zeichen, usw.

Beispiel 1.31

identifier := letter(letter|digit)*
number := digit™ | digit™.(digit)*
if :=if

Anwendung der Erkenntnisse der Vorlesung:Zu jedem regularen Ausdruck gibt es
einen endlichen Automaten, der genau die Wérter aus dieser Sprache erkennt.
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Beispiel 1.32

letter or digit

other @

letter

digit

digit @ dot digit @ other @
TT—— other  —
()= —"—(r)F=(x)

Fur die lexikalische Analyse verbindet man diese endlichen Automaten zu einem einzigen
nichtdeterministischeAutomaten.

O 0

-

-(®)
)

letter or digit

@ _letter _other @

digit digit

\ other

()= () —"— () =)

Anwendung der Erkenntnisse der Vorlesung: Mit Hilfe der Potenzmengenkonstruktion
kann man daraus wieder einen deterministischen endlichen Automaten bauen ... und aus
diesem kann man dann relativ einfach ein C oder Java Programm erzeugen.

Tools: Es gibt fertige Programme, die aus regularen Ausdriicken den zugehérigen Par-
ser erzeugen. Das klassische Tool hierflidést (A Lexical Analyzer Generator); die
entsprechende GNU-Version fi#x . Mehr Informationen hierzu untéittp://www.
combo.org/lex_yacc_page/

1.6.2 Syntaktische Analyse: Parser
Aufgabe: Extrahiere aus der vom Scanner bereitgestellten Eingabe die logische Struktur.
Beispiel 1.33

Aus dem Ausdruckd; :=id, + id3 * 60 soll die folgende logische Struktur extrahiert
werden:


http://www.combo.org/lex_yacc_page/
http://www.combo.org/lex_yacc_page/

1.6. COMPILER 35

Ansatz: Die zulassige Syntax eines Programms wird durch eine (mdéglichst deterministi-
sche) kontextfreie Grammatik beschrieben.

Anwendung der Erkenntnisse der Vorlesung:

- Mit Hilfe des CYK-Algorithmus kann man i@ (n?) Zeit aus einem Wort die zuge-
horige Ableitung rekonstruieren.

- Ist die Grammatik deterministisch kontextfrei geht dies sogar in linearer Zeit.

Tools: Es gibt fertige Programme, die aus einer (geeignet spezifizierten) Grammatik einen
zugehdrigen (effizienten) Parser erzeugen. Das klassische Tool hiesfécést(Yet Ano-

ther Compiler-Compiler); die entsprechende GNU-Versiotbisbn . Mehr Informatio-

nen hierzu untehttp://www.combo.org/lex_yacc_page/
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Kapitel 2

Berechenbarkeilt und
Entscheidbarkeit

2.1 Intuitiv berechenbar

Idee: f : Nk — N ist berechenbarwenn es einelgorithmusgibt, der f berechnet.
Genauer: der bei Eingalfe; ... n;) € NE nach endlich vielen Schritten mit dem Ergebnis
f(ny...ng) stoppt.

Was bedeutéet Algorithmus' an dieser Stelle? C-Programm, JAVA-Programm, etc? Gibt

es einen Unterschied, wenn man sich auf eine bestimmte Programmiersprache beschrankt?
Analog: fur partielle Funktionenf : A — N, wobeiA C Nf, bedeutet berechenbar
folgendes:

- Algorithmus soll mit richtigem Ergebnis stoppen, wein ... n;) € A
- und nicht stoppen, wenm ...ny) ¢ A

Beispiel 2.1
Wir definieren folgende Funktionen:

1 falls n ist Anfangsstiick vomr
hn) = 0 sonst

1 fallsn kommtinz vor
h(n) = 0 sonst

1 falls > n aufeinanderfolgende 7er in
Js(n) = 0 sonst

Einige Beispiele furr = 3,141592...; f1(314) = 1, f1(415) =0, f2(415) =1
Zu obigen Funktionen ergeben sich folgende Aussagen zur Berechenbarkeit:

f1: Wie man leicht einsieht, isf; berechenbar, denn um festzustellen,
ob eine Zahl ein Anfangsstiick venist, mussm nur auf entspre-
chend viele Dezimalstellen berechnet werden.

f2: FUr fy wissen wir nicht ob es berechenbar ist. Um festzustellen ob
die Zahl int enthalten ist, miisste marschrittweise genauer appro-
ximieren. Der Algorithmus wiirde stoppen wenn die Zahl gefunden
wurde. Aber was ist wenn die Zahl nicht4nvorkommt. Vielleicht
gibt es aber einen (noch zu findenden) mathematischen Satz der Aus-
sagen Uber die in vorkommenden Zahlenfolgen ermdglicht.

37
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f3: Hingegen istfs berechenbar, denfy = f4,

f4(n):{ L n=no

0 sonst

wobein, die maximale Anzahl von aufeinanderfolgenden 7ern in
ist (bzw. 00).

Zurick zur Frage: Was heissberechenbdr? Wir verstehen unter berechenbar:

Definition 2.1 Turing-Berechenbarkeit:
Es gibt eine Turingmaschine, die bei Eingabe(hin#bin(ny)# . .. #bin(n) nach end-
lich vielen Schritten mit bify (n1, . .. nx)) auf dem Band stoppt.

Churche These: Die Turing-berechenbaren Funktionen entsprechen genau den intuitiv
berechenbaren Funktionen.

2.2 Turing Berechenbarkeit

Bemerkung: Es gibt viele verschiedene Definitionen vbiuring-Masching&. Vom
Standpunkt der Berechenbarkeit sind diese alle dquivalent, d.h. man kann sie gegensei-
tig simulieren.

Beispiel 2.2
k-Band Turingmaschine

Wichtig: k Schreib-/Lesekdpfe, die unabhéngig voneinander bewegt werden kdnnen.

Satz 2.1 Jede k-Band Turingmaschine kann man durch eine 1-Band Turingmaschine simu-
lieren.

Beweis: Beweisidee: Definiere geeignetes Bandalphabet fir 1-Band Turingmaschine,
wobeil das Bandalphabet der k-Band Turingmasching(Istx {—, x})*

S I I 51|

T

S B TR

Ein Zeichen(z, x2, ..., zx) des neuen Bandes erhalt man damit zunéchst dadurch, dass
man die “Ubereinanderstehenden” Zeichen/d&ander zusammenfasst. Jedoch hat man
damit noch keine Informationen Uber die Position der Lese-/Schreibkdpfe Band Tu-
ringmaschine gespeichert. Hierzu werden die beiden Synitiéleind" -* verwendet. Bei

der Konstruktion eines Zeichens der 1-Band Turingmaschine wird jeweils eins dieser Sym-
bole nach jedem einzelnen Zeichen @eBand Turingmaschine eingefiigt. Das Symbol
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"*" pesagt, dass sich der Lesekopf an dem Zeichen befindet. Das Syshtmmsagt, dass

sich der Lesekopf nicht an dem Zeichen befindet. Bei dem Zeithgn-, xo, *, ..., xx)

der 1-Band Turingmaschine befand sich in der zugrundeliegeln@amd Turingmaschine

der Lese-/Schreibkopf fur das 2. Band am ZeichenDamit kann man einen Schritt auf

der k-Band Turingmaschine durch eine Folge von Schritten auf der 1-Band Turingmaschine
simulieren. O

Im folgendem wollen wir noch kurz auf den Zusammenhang mit “normalem” einem Algo-
rithmus eingehen.

Beispiel 2.3
Berechnung vomn + n:
T i=m;
while n # 0 do
{
T :=x+1;
n:=n-—1;
}
return (x);

Idee: Wir verwenden 2 Bander.

1.Schritt: Schreibemn auf das 1. Bandp auf das 2. Band.

2.Schritt: Schleife: addiere 1 auf dem 1. Band, subtrahiere 1 auf dem 2. Band.
Solange bis 2. Band = 0.

2.3 LOOP-, WHILE- und GOTO-Berechenbarkeit
02.06.2000

Ziel: Mdglichst einfacher Ansatz um Turing-berechenbar tiber eine Programmierspragsseing 10
auszudricken.

2.3.1 LOOP-berechenbar
LOOP-Programme sind wie folgt definiert:

Variablen: 1, zo, 3, ...
Konstanten: 0, 1, 2, ...
Trennsymbole: ; =
Operationszeichen: + -
Schlisselworte: LOOP DO END

Aufbau vonLOOP-Programmen:

- % i=c, x; =x; +c¢ x; = x; —c SindLOOP-Programme. Die Interpretation
dieser Ausdriicke erfolgt, wie tblich, mit der Einschrankung, dass- ¢ als Null
gewertet wird, fallsc > ;.

- Sind Py, P, LOOP-Programme so ist auch, ; P, ein LOOP-Programm.
Interpretation: Fuhre ergt, und dannP, aus.

- Ist P LOOP-Programm, so ist audhOOP z; DO P END ein LOOP-Programm.

Interpretation: Fihré® genau(Wert vonz;)-mal aus.Achtung: Anderungen von
x; im Innern vonP haberkeinenEinfluss auf die Anzahl Wiederholungen.
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Definition 2.2 Eine Funktionf heiRtLOOP-berechenbar genau dann wenn esleOP-
Programm gibt, dag’ berechnet.

LOOP-Programme kénnerF .. THEN .. ELSE .. END Konstrukte simulieren. Der
AusdrucklF z = 0 THEN A END kann durch folgendes Programm nachgebildet werden:

y =1

LOOP 2z DO y := 0 END;

LOOP y DO A END;
LOOP-berechenbare Funktion sind immetal, denn:LOOP-Programmestoppen immer
Damit stellt sich natlrlich die Frage, ob alle totalen Funktioh&®®DP-berechenbar sind.
Die Antwort hierauf lautet allerdings: Nein! Dazu folgende Beispiele fiir nicdhOP-
berechenbare Funktionen:

Beispiel 2.4
Busy Beaver-Funktion (fit OOP-Programme), s. dazu Skript zur Vorlesung Informatik
I, WS 1998/99 (Prof. Brauerp].

Beispiel 2.5
Ackermann-Funktiona : N3 — N.
y+1 fallsx =0
a(z,y) =1 alr—1,1) fallsz > 1,y =0

a(z — 1,a(z,y— 1)) fallsz,y>1

Einige Eigenschaften der Ackermann-Funktion, die man per Induktion zeigen kann:

a(l,y) =y+2 Yy, a(2,y) =2y+3 Yy
y<a(z,y)  Va,y

a(z,y) <a(z,y+1) Y,y

alz,y+1) <alzx+1,y) Y,y

alz,y) < alz+1,y) Y,y

a s wDd PR

Klar ist: Die Ackermannfunktion ist intuitiv berechenbar, hier einige Werte:

a(1,1) = 3, a(2,1) =5, a(3,1) = 13,
a(4,1) = a(3,a(3,1)) = a(3,13) = ...maple steigt aus
a(3,k) = a(2,a(3,k—1)) >2xa(3,k—1)

> 22xa(3,k—2)>..>2Fxqa(3,0) > 2"
a(4,1) > 213
a(4,2) = a(3,a(4,1)) > 204D > 227
a(4,3) = a(3,a(4,2)) > 2042 > 92"

Satz 2.2 Die Ackermann-Funktion ist nichiOOP-berechenbar.

Lemma 2.1 SeiP ein LOOP-Programm mit Variablerx, ..., x; und
fp(n) = max{Zy_n} | £I_ n; < n}

wobein die Werte von; nach Beendigung voR sind undn; die Startwerte vor; sind.
Dann gibt es eint € N mit f,(n) < a(t,n) Vn.
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Beweis: Beweis des Satzes2:
Angenommen doch, sét das zugehérigeOOP-Programm, dag(n) := a(n,n) berech-
net. Nach Definition vory, gilt g(n) < f,(n) Yn. Wahlet mit f,(n) < a(t,n) ¥n. Setze
n =t:

fp(t) <alt,t) =pey. g(t) < fp(t)

= Widerspruch! O

Beweis: Beweis des Lemmaa.1 durch Induktion tber den strukturellen Aufbau:
Induktionsanfang:
P =ux;=1x;+c(0.E.c={0,1}). Esistklar, dass
fr(n) < 2n+1<a(2,n)=2n+3Vn
=t =2tutes!

Induktionsschritt:
Hier gibt es 2 Félle zu behandeln. Entweder it= P;; P, oder P =
LOOP z; DO P, END .
1. Fall: P = Py; P,: Nach Induktionsannahmék , k5, so dass

fp(n) < a(k;,n) VnVi=1,2

fo(n) < fpu(fpi(n))
< fpla(ki,n))
< a(kq,a(ki,n)) Setzeks := max{ky, k1 — 1}.
< a(ks,a(ks +1,n)) Monotonie
= alks+1,n+1)
< a(ks+2,n) Eigenschaft 4 der Ackermannfkt.

Hieraus erhalt man: = k3 + 2 tut es!
2. Fall: P = LOOP z; DO Q END . Dieser Beweis kann ahnlich gefihrt
werden, s. hierzu z.B. Schoéning.

O

2.3.2 WHILE-berechenbar

Motivation: Die Ackermann Funktion ist intuitiv berechenbar, sie ist Turing-berechenbar,
aber sie ist nicht OOP-berechenbar. Dies zeigtOOP-Programme sind nicht méchtig
genug.
WHILE-Programme sind wie folgt definiert:

Variablen: zi, 2, x3, ...

Konstanten: 0, 1, 2, ...

Trennsymbole: ; = #

Operationszeichen: + -

Schlisselworte: WHILE DO END

Aufbau vonWHILE-Programmen:

-x=c¢ x;:=x;+c¢ x;:=x;—c SINdWHILE-Programme.

Die Interpretation dieser Ausdriicke erfolgt, wie Ublich, mit der Einschrankung, dass
x; — c als Null gewertet wird, fallg > ;.
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- Sind P;, P, WHILE-Programme do ist auch; ; P, ein WHILE-Programm.
Interpretation: Fihre erg? und dannP; aus.

- Ist P ein WHILE-Programm so ist aucWHILE z; # 0 DO P send einWHILE-
Programm.

Interpretation: Fuihré solange aus bis; den Wert Null hatAchtung: Anderungen
von z; im Innern vonP habenreinenEinfluss auf die Anzahl Wiederholungen.

Lemma 2.2 LOOP-Programme kénnen durdWHILE-Programme simuliert werden.

Beweis:Der Ausdruck.OOP 2 DO P END ist &quivalent zum Ausdruck:= x; WHILE
y#0DO y:=y — 1, P END wobeiy eine Variable ist, die irP nicht verwendet wird.
U

Satz 2.3 Ist eine FunktionWVHILE-berechenbar, so ist sie auch Turing-berechenbar.

Beweis: Beweisidee: Spediere fir jedHILE-Schleife ein zusatzliches Band, auf dem
die zugehdrige Schleifenvariahte gespeichert wird. a

Unser Ziel ist nattrlich ein Satz der Form: Die Menge der Turing-berechenbaren Funktio-
nen entspricht der Meng&'HILE-berechenbaren Funktionen.

2.3.3 GOTO-berechenbar
Fur GOTO-Programme gilt:

Variablen: =z, zs, z3, ...

Konstanten: 0,1, 2, ...

Trennsymbole: ; :=

Operationszeichen: + -

Schlusselworte: IF THEN GOTO HALT
Aufbau vonGOTO-Programmen, wobei hierbei di¢; Anweisungen und did/; Marken
(fir Spriinge) sind :

M - Al; M, : AQ; . My Ak
Als Anweisungen sind zugelassen:

Wertzuweisungenz; := z; ¢,

unbedingter SprungGOTO M;

bedingter SprungiF x; = ¢ THEN GOTO M; (wobeic eine Konstante ist)

StopanweisungHALT

Satz 2.4
JedesWHILE-Programm kann durch ei@OTO-Programm simuliert werden.
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Beweis: Beweisidee: Ersetze jed&HILE-SchleifeWHILE z; # 0 DO P END durch
folgenden Ausdruck:
M;: IF z; = 0 THEN GOTO M,
P;
GOTO M,
Ms: ...

Satz 2.5
JedesGOTO-Programm kann durch eiWHILE-Programm simuliert werden.

Beweis:Beweisidee: Gegeben sei da®TO-ProgrammM, : Ay; My : Ag; ... My @ Ay
Wir simulieren dies durch ein&/HILE-Programm mit genau ein®vHILE-Schleife:
c:=1;
WHILE ¢ # 0 DO
IF ¢ =1THEN A} END;
IF ¢ =2 THEN A/, END;

IF ¢ = k THEN A} END;

END
wobei
zji=xEbci=c+1 falls A; =xj:=a;+b
c:=/ falls A; = GOTO M,
Al = IFz; =bTHEN ¢ :=¢
ELSE count := count + 1 END falls A; = IF z; = b THEN GOTO M,
c:=0 falls A; = HALT

]

Satz 2.6 Turing-berechenbas> GOTO-berechenbar.
Beweis: Beweisidee:
1. Konfiguration einer Turingmaschirie,, 3, z) wird kodiert in den Variablefiz,, z3, ).

2. Umwandlung in eirGOTO-Programm:

IF (z. = z) A (erstes Zeichen vomg = b) THEN {z, :=z;...}

2.3.4 Zusammenfassung

Im folgenden sei nocheinmal ein kurzer Uberblick (iber die Beziehungen zwischen den
einzelnen Berechenbarkeitsarten gegeben. Die Pfeile geben an, dass sich alle durch ihr
Herkunftsobjekt berechnenbaren Funktionen auch durch ihr Zielobjekt berechnen lassen.

LOOP

n" % l
=

"Su

GOTO ™ WHILE — TURING

‘\_/

" AMD
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Primitiv rekursive und p-rekursive Funktionen

: Man versucht, eine Klasse v8merechenbarénFunktionen induktiv zu definieren.

1 Primitiv rekursive Funktionen

Definition 2.3 Die Klasse der primitiv rekursiven Funktionen (adfy) ist induktiv wie

folgt

definiert:

Alle konstanten Funktionen sind primitiv rekursiv.
f(n)=c VneNy (fur alle ¢ € Np)
Die Nachfolgerfunktiors(n) ist primitiv rekursiv.
s(n)=n+1 VYneN
Alle Projektionen sind primitiv rekursiv.
fni,...,nk) =n; Yni,...,ni € Ny (furallej € {1,...,k})

Dies soll bedeuten das wir uns ein beliebiges Argument der Funkti@mmausgreifen
kdnnen, um es in einer primitiv rekursiven Funktion zu verwenden.

Die Komposition von primitiv rekursiven Funktion ist primitiv rekursiv. Seigry
primitiv rekursiv dann ist auchh(n) = f(g(n)) fir alle n € Ny eine primitiv
rekursive Funktion.

Jede Funktion, die durcprimitive Rekursionaus primitiv rekursiven Funktionen
entsteht, ist primitiv rekursiv. Seiefy g primitiv rekursiv, so sind:

- h(0,...) = f(...), die Funktionh kommt in keinem Argument voffi vor

- h(n+1,...) =g(h(n,...),...), nur das erste Argument wird um eins ernied-
rigt die anderen Argumente bleiben unverandert

primitiv rekursiv.

Beispiel 2.6

Addition: add: NoxNy — Ny
(r,y) = x+y

Diese Funktion ist primitiv rekursiv, denn:

add(0,z) = =z
add(n+1,2) = s(add(n,z))

Rekursion: Addiere zunachstundz und addiere dann 1 zum Ergebnis.

Multiplikation: mult: NoxNy, — N
(x,y) — wy
Diese Funktion ist ebenso primitiv rekursiv, denn:
mult(0,z) = 0
mult(n + 1,2) = add(mult(n,z),x)
Rekursion: Multipliziere zunéchst undx und addierec zum Ergebnis.
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Bemerkung: Es ist einsichtig, dass primitiv rekursive Funktionen intuitiv berechenbar
sind. Damit stellt sich die Frage: Wie méchtig ist diese Klasse? Wir werden spéater sehen,
dass die primitiv rekursiven Funktionen genauldi@OP-berechenbaren Funktionen sind.
Beispiel 2.7
(modifizierte) Vorgangerfunktion:
S Ng — Np
. 0 T =
xz—1 sonst
primitiv berechenbar, denn
50 = 0
s(n+1) = n
(modifizierte) Subtraktion:

sub: Ng x Ny — N

0 y>x
y) = { r—1y sonst
primitiv berechenbar, denn
sub(z,0) = =z
sub(z,y+1) = 35(sub(z,y))

Definition 2.4 SeiP(x) ein Pradikat, d.h. ein logischer Ausdruck, der in Abh&ngigkeit von
x € N den Werttrue oderfalse liefert. Dann kénnen wir diesem Prédikat in nattrlicher
Weise eine sogenanriiel FunktionP? : Ny — {0, 1} zuordnen, indem wir definieren, dass
P(z) = 1 genau dann, weni®(x) = true ist. Wir nennenP(z) primitiv rekursiv genau
dann, wenrP(z) primitiv rekursiv ist.

Definition 2.5 Beschrénkter max-Operator: Zu einem Pradikdt:) definieren wir

¢:No — N
. 0 falls —~P(x) fur allex < n
" max{z < n | P(z)} sonst

Dann gilt: IstP primitiv rekursiv, so aucly, denn:

q(0) = 0 fals Pl 1 1)
n+1 falsP(n+1
gn+1) = { q(n)  sonst

= () + P(n+ 1) (n+1—q(n))

Definition 2.6 Beschrénkter Existenzquantor: Zu einem Pradikét) definieren wir ein
neues Pradikat)(z) durch mit : Q(n ist genau danrrue, wenn einz < n existiert mit
P(x) isttrue.

Dann gilt: IstP primitiv rekursiv, so aucld), denn:

Q0 - o - A
Q(n+1) Pn+1)+Q(n)— Pn+1)*Q(n)
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Beispiel 2.8
Der Binomialkoeffizienbin: Ny — Ny mit z — (3) ist primitiv berechenbar, denn es gilt:

()= +=

Es gibt eine primitiv berechenbare Funktion, Big x N bijektivaufN, abbildet.

A WD

fla,y) = (") + o

Der Beweis, dasg die oben dargestellte, bijektive Funktion ist, sei dem Leser als Ubungs-
aufgabe Uberlassen. Analog gibt es eine primitiv berechenbatellige Funktion, die
Ny x ... x Ny bijektivaufN, abbildet. Wir bezeichnen diese Funktion i, . . ., ny).

Sei f definiert wie oben. Dann sind auch die Umkehrfunktiopeh von f, die durch
g(f(@.y) =z, h(f(z,y)) =y,  [flg(n),h(n))=n
definiert sind primitiv rekursiv, denn:

g(n) = max{z <n|3y<n:f(z,y)=n}
h(n) = max{y<n|3Iz<n:f(z,y)=n}

Analog kann die Umkehrfunktionen vgn; . .., n) hergeleitet werden.

09.06.2000

Vorlesung 12 Satz 2.7 f primitiv rekursive f LOOP-berechenbar
Beweis:
Wir zeigen zunachst«<": Sei alsoP ein LOOP-Programm, dag berechnetP verwen-
det die Variabler,, ..., x5, k> n, f : Nj — No.

Zu zeigen: f ist primitv rekursiv.
Der Beweis erfolgt durch strukturelle Induktion Uber den Aufbau ¥on

Induktionsverankerung: P: z;:=z; £c
Wir zeigen:3 primiv rekursive Funktion

gp(<a17...,ak)) = <b1,...,b}€>
—— ~———

Belegung der Variablen Belegung der Variablen
bei Start vonP bei Ende vonP

FurP : x; := x; & c erhélt man:

gp({ar,...,ax)) = (a1,...,a;i—1,a; £ ¢,ai11,...,an)
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Induktionsschritt: Hier unterscheiden wir 2 Falle:
1.Fall: SeiP: Q;R. Dannist:g,(z) = gr(go(x))
2.Fall: SeinunP : LOOP z; DO Q END
IDEE: Definiere Funktiom.(n, x), die die Belegung der Variablen berechnet,
wenn man mit Belegung startet und dan® genaun mal ausfuhrt. Dann ist:

h(0,z) = =«
h(n—i—l,x) = gQ(h(n,;v))

und damity, (z) = h(d;(z), =), wobeid; diei-te Unkehrfunktion vor{z, . . ., ),
alSOdi«xl, Ce 7l'k>) = ;.

Die Richtung' =" wird uber strukturelle Induktion tber den Aufbau vfgezeigt. Dies
sei dem Leser als Ubungsaufgabe uiberlassen. |

Korollar 2.1 Die Ackermann-Funktion isticht primitv rekursiv.

Hier rufe man sich die Definition der Ackermann-Funktion aus Beispllon Seite40in
Erinnerung. Intuitiv ist vorstellbar: Diese Funktion wachst so schnell, dass sie nicht mehr
mittels primitiver Rekursion dargestellt werden kann.

2.4.2 p-rekursive Funktionen

Idee: Seif : Ng — Ny eine Funktion. Dann liefert der sogenanpt€perator die
kleinste natlrliche Zahl fur di¢ den Wert Null annimmt.
Motivation: Der u-Operator wird uns erlaubehyorali' die notwendige Anzahl Durch-
laufe einer while-Schleife zu bestimmen, bis die Laufvariable Null wird.

Definition 2.7 Sei f eine (nicht notwendigerweise totalg)+ 1-stellige Funktion. Die
durch Anwendung dgs-Operators entstehende Funktigp ist definiert durch:

fu : N’S — Ny
min{n € N | f(n,z1,...,x;) =0} falls f(m,x1,...,2)
(z1,...,2) +— definiertym < n
0 sonst

Definition 2.8 Die Klasse de-rekursiven Funktionen ist die kleinste Klasse von (nicht
notwendigerweise totalen) Funktionen, die die Basisfunktionen (konstante Funktionen, Nach-
folgerfunktion, Projektionen) enthalt und alle Funktionen, die man hieraus durch (evtl. wie-
derholte) Anwendung von Komposition, primitiver Rekursion und/oded@perators
gewinnen kann.

Satz 2.8 f u-rekursiv & f WHILE-berechenbar

2.5 Entscheidbarkeit, Halteproblem

2.5.1 Charakteristische Funktionen

Ziel: Wir wollen im folgenden Abschnitt zeigen, dass es keinen Algorithmus geben kann,
der als Eingabe ein Programfund Datenz: erhalt und (fur jedes solches Pdd®, x)!)
entscheidet, ol halt, wenn es mit Eingahe gestartet wird.

Dazu definieren wir zundchst die charakteristische Funktion bzw. die semi-charakteris-
tische Funktion vord C ¥* wie folgt:
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Definition 2.9 SeiA C X*. Die charakteristische Funktion vof ist definiert als

xa:2" — {0,1}
{1 fallsw e A

w 0 sonst

Definition 2.10 SeiA C X*. Die semi-charakteristische Funktion vdnist definiert als
Xy:2" — {0,1}
. 1 fallsw e A
w undefiniert sonst

2.5.2 Entscheidbare Sprachen

Mit Hilfe der Definitionen aus Abschni2.5.1zur charakteristischen Funktion kénnen wir
nun fir Sprachen definieren:

Definition 2.11 Eine Sprached C >* heil3t entscheidbar, falls die charakteristische Funk-
tion y 4 berechenbar ist.

Zur Erinnerung: " Berechenbdr heisst flr uns immer: Turing-berechenbar (und damit
auchWHILE-berechenbay-rekursiv, .. .).
w Ja_» weEL

— M |nein wé L

Definition 2.12 Eine Sprachel C ¥* heildt semi-entscheidbar, falls die semi-charakteristische
Funktionyx’, berechenbar ist.

w a wE L

Em—
M ??7?

Es ist klar, dass eine entscheidbare Funktion auch semi-entscheidbar ist. Umgekehrt ist es
allerdings nicht klar, ob es méglich ist, fur eine semi-entscheibare Sprache einen Algorith-
mus zu bauen, der diese Sprache entscheidet, der also fur den &dll " Nein" ausgibt

und nicht in eine Endlosschleife gerat. Wir werden noch sehen, dassichémdglich ist.

Satz 2.9 Eine Sprached C ¥* ist genau dann entscheidbar, wenn sowdhals auch

A :=Y¥*\ A semi-entscheidbar sind.

Beweis:

Die Richtung" ="" ist klar.

Es bleibt alsd' <" zu zeigen.

Wenn A und A beide semi-entscheidbar sind, dann gibtésILE-Programme, die fiir ein

Wort w genau dann stoppen, wean € A bzw. wennw ¢ A. Fuhrt man daher diese
beiden Programmeparallel' aus (genauer: jeweils abwechselnd einen Schritt des einen
Programms und dann einen Schritt des anderen Programms) erhalt man ein Programm, das
A entscheidet

w we A

M ?7??
_w |l )
w 1a nem‘wez<:>w€A

<|
)
3
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2.5.3 Rekursiv aufzéhlbare Sprachen

Definition 2.13 Eine Sprached C >* heisst rekursiv aufzéhlbar, falls es eine berechen-
bare Funktionf : Ny — ¥* gibt, so dass

A:{f(0)7f(1)af(2)7"'?}

Mit anderen WortenEine Sprache heisst dann rekursiv aufzéhlbar, falls es eine berechen-
bare Funktionf (bzw. einen Algorithmus) gibt, die (der) die Worte der Spragheauf-
zahit' .

Hiezu folgende Beispiele:

Beispiel 2.9
1. ¥* mit ¥ = {0, 1} ist rekursiv aufzahlbar. Betrachte dazu die folgende Funktion

fn):

alle einstelligen { ;E(l)g = (1)
f(2) = 00

alle zweistelligen ;Ei; i 3)(1)
f5) = 1
f(6) = 000

alle dreistelligen {

Eine weitere Mdoglichkeit, eine Funktiofy (n) anzugeben, die alle Worter aufzahlt,
ware: f1(n) = Binarkodierung vom + 2 ohneflihrendel. f;(0) = 1z0, f1(1) =
121, f1(2) = 1200. ..

2. Lyy = {w € {0,1}* | wist Codierung einer Turing-Maschihést rekursiv auf-
z&hlbar.
Berechnung vory (n): Probiere rekursiv (vgl. Beispi&l.9 Teil 1) alle Worter tber
{0,1} aus und teste jeweils, ob dies die Codierung einer Turing-Maschine ist — so-
lange bis die n-te Turing-Maschine gefunden wurde.

Satz 2.10Eine Sprached C >* ist genau dann semi-entscheidbar, wenn sie rekursiv
aufzahlbar ist.

Beweis:
Wir zeigen zundchst<":
Betrachte den folgenden Algorithmus, der eine berechenbare Furfktierwendet, died
aufzanhlt:
Lese die Eingabe w € ¥*; x :=0;

do forever
if f(x) =wthen {return (“Ja"); halt; }
r:=x+1;

end;

Nun wird" =" gezeigt:
Betrachte den folgenden Algorithmus, der &HILE-ProgrammP simuliert, das die
semi-charakteristische Funktigs), berechnet:

Lese die Eingabe n € N.
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count :==0; k :=0;
repeat
k:=k+1;
if P stoppt bei Eingabe f(word(xz(k))) in genau y(k) Schritten then
count := count + 1;
until count =n
return (word(z(k)))

Hierbei sindz (k) undy(k) die Umkehrfunktionen der Funktion

flz,y) = <x+32/+1)+x

undword(n) eine Funktion, die einer naturlichen Zahdasn-te Wort vonX* zuordnet.
O

Anmerkung zu obigem Beweis:

Da die Sprached semi-entscheidbar ist, mussen wir die Anzahl der Schritte fur das Pro-
gramm P bereits im voraus festlegen P kdnnte sonst nie stoppen. Um dennoch alle
Schrittzahlen(k)) fur alle Worten (n = z(k)) " durchzuprobiereh, verwenden wir die
Umkehrfunktionen:(k) undy(k) der Funktionf (z,y) = (“*4*") + =, die wir bereits im
Beispiel2.8 auf Seite45 als bijektive Abbildung volNy x Ny — Ny kennengelernt haben.

Anzahl der Schritte P

0 1 2 3 4
w0 0 1 3 6 10
w2 1| 2 4 7 11
ws2| 5 8 12
wi 3| 9 13
ws 4| 14

2.5.4 Halteproblem

Definition 2.14 Unter dem speziellen Halteproblefs versteht man die folgende Spra-

che:
K ={w € {0,1}" | M,, angesetzt aup halt}
16.06.2000
Vorlesung 13 Notation: M, bezeichnet diev-te Turing-Maschine wobew als Bindrzahl interpretiert
wird.

Betrachten wir folgende Tabelle, in der alle Turing-Maschidénnach rechts und alle
Worter w; uber{0, 1}* nach unten aufgelistet werden. Wir tragen in die Tabelleid,
falls die Turingmaschin@/; der jeweiligen Spalté das Wortw; der Zeile;j akzeptiert.
Ansonsten tragen wir BIN ein.
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alle Turing-Maschinen M;
MQ M1 M2 M3 M4

Wo nein ja ja
w1 | nein ja ja
o T O

Wir definieren uns nun folgende Sprache:

Lqs = {w; | M; akzeptiertw; nicht}
= {w | inder Diagonale der Zeile, die dem Wastentspricht, steht HIN}

Lemma 2.3 L, ist nicht rekursiv aufzahlbar.

Beweis: Angenommen doch. Dann gibt es eine Turingmaschihenit L(M) = L,. Da
die obere Zeile alle Turingmaschinen erhalt, konivhin dieser Aufzahlung aller Turing-
maschinervor, d.h. es gibt eirip mit M;, = M.

Betrachte nun ein Worb;,. Wann gilt: w;, € Ly ?

w;, € Ly <= M, akzeptiertw;, nicht

Def. vonLy
Andererseits:
w;, € Ly <= M = M, akzeptiertw;,
Def. von M
= Widerspruch! O

Korollar 2.2 L, ist nicht entscheidbar.

Satz 2.11 Hy ist nicht entscheidbar.

Beweis: Angenommen doch. Séil eine Turingmaschine, difs entscheidet. Wir kon-
struieren daraus eine Turingmaschié, die L, entscheidet.

. ja ia
]a w J—> w e L
w My | nein d
M nein nein
——— w & Ly
M/
= Widerspruch! O

Definition 2.15 Unter dem (allgemeinen) Halteproblem versteht man die  Sprache
K = {w#x € {0,1}" | M,, angesetzt auf halt}

Satz 2.12 Das allgemeine Halteproblem ist nicht entscheidbar.

Damit sind wir beim Ziel dieses Abschnitts angekommen, denn obiger Satz bedeutet
mit anderen Worten: Es kann keinen Algorithmus geben, der als Eingabe ein Progtamm
und Datenz erhélt und (flr jedes solche Paar, =)!) entscheidet, ol halt, wenn es mit
Eingaber gestartet wird.
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Kapitel 3

Algorithmen und
Datenstrukturen

3.1 Analyse von Algorithmen

Idee: Bestimme die Ressourcen, die ein Algorithmus benétigt — als Funktion der Eingabe-
lAngen — im allgemeinen nur bis auf eine (multiplikative) Konstante ger2Nptation).
Folgende Ressourcen sind hierbei zu betrachten:

- Laufzeit

Speicherplatz

Anzahl Prozessoren

In dieser Vorlesung wird von den angegebenen Ressourcen (fast ausschliesslich) die Lauf-
zeit der Algorithmen analysiert.

Beispiel 3.1
Faktultatsfunktionfak(n) berechnet!

T =1,

for i =2to ndo

T =T %1

return (x);
Fir diesen Algorithmus soll nun die Laufzeit bestimmt werden.
Vorschlag: Laufzeit isO(n).
Es ist klar, dass die Anzahl arithmetischer Operatiafén) ist.
ABER: Die Anzahl Bits, die ausgegeben werden,[isig;, n!] = Q(nlogn) — Abschat-
zung mit Hilfe der Stirlingschen Approximationsformel= Q ((2)").

Aus obigem Beispiel wird klar, dass unterschiedliche Betrachtungsweisen zu verschiede-
nen Ergebnissen flr die Zeitkomplexitat eines Algorithmus fihren kénnen. Es ist deshalb
sinnvoll, im weiteren formal festzulegen, wie die Zeitkomplexitat eines Algorithmus be-
stimmt werden soll.

3.1.1 Referenzmaschine

Wir wahlen als Referenzmaschine:
WHILE-Maschine erweitert durch

53
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IF...THEN ...ELSE

Multiplikation und Division

Verarbeitung von rationale Zahlen méglich

indirekte Adressierung

- ...{ gegebenenfalls weitere arithmetische Operationeniesinn, ... )

3.1.2 Zeitkomplexitat

uniformes Kostenmal3: # Operationen
entspricht Wortlange unendlich (d.h. beliebig grosse Zahlen)

logarithmisches Kostenmal3: # Bit-Operationen
entspricht Wortlange istl

Welches Kostenmal soll nun verwendet werden? Dariber soll folgende Faustregel Aus-
kunft geben.

Faustregel: Man verwendet immer das uniforme Kostenmal, falls sichergestellt ist, dass
die grofte vom Algorithmus berechnete Zahl polynomiell in der EingabegroR3e ist.

3.1.3 Worst Case Analyse

SeiA ein Algorithmus. Dann sei
T 4(z) := Laufzeit vonA bei Eingaber

Im allgemeinen ist obige Funktion viel zu aufwendig zu berechnen — und (meist) auch nicht
aussagekraftig. Interessanter jedoch ist eine Aussage der Form:

Ta(n) = \;’rixn T 4(z) (= maximale Laufzeit bei Eingabelangg

3.1.4 Average Case Analyse

_ Zalla=n Ta(@)
{z | x| = n}|
Bemerkung: Wir werden Laufzeitefl’ 4 (n) nur bis auf einen multiplikativen Faktor genau

berechnen, d.h. das genaue Referenzmodell, Fragen der Implementierung, etc. spielen
dabei keine Rolle.

T5 (n)

3.2 Sortierverfahren

Wir betrachten die Sortierverfahren unter dem Aspekt der Laufzeitanalyse. Dazu folgende
Bemerkungvorab:

Bei den zu betrachtenden Verfahren (Selection-Sort, Insertion-Sort, Merge-Sort, Quick-
Sort, Heap-Sort) gilt:

Laufzeit= O(Anzahl der Schlisselvergleiche)
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3.2.1 Selection-Sort

Der Algorithmus Selection-Sort arbeitet noch folgendem Prinzip:

Gegeben sei eine Folge, . . ., a,, von unsortierten Elementen. Im ersten Schritt wird das
gréRte Element der Folge bestimmt und ansdige Position gesetzt (aufsteigende Sortie-
rung vorausgesetzt). Im zweiten Schritt wiederholt man das Verfahren mit der um eins
verklrzten Folge (ohne das letzte Element) usw. Man erhalt dannmn&chritten eine
sortierte Folge.

Wir beweisen folgenden Satz:

Satz 3.1 Selectionsort benétigt zum Sortieren voilementen gena@) Vergleiche.

Beweis: Die Anzahl der Vergleiche (zwischen Schliisseln bzw. Elementen des Arrays)
ergibt sich beim Selection-Sort zu:

n—1

&
Il
-

Damit ist die Laufzeit von Selection-Sat(n?).

3.2.2 Insertion-Sort
21.06.2000

Das Sortierverfahren Insertion-Sort arbeitet noch folgenden Prinzip: Vorlesung 14
Seiay,...,a, €ine unsortierte Folge von Elementen. Unter der Annahmen, dass die Folge
ai,...,a;_1 bereits sortiertist, wird daste Element; an der richtigen Stelle im Anfangs-

stuck eingefligt, wodurch man eine sortierte Teilfolge der Lareghalt.: lauft hierbei von

1 bisn.

Die Stelle, an der daste Element einfligt werden muss, kann hierbei z.B. durch binare
Suche ermittelt werden.

Satz 3.2 Insertion-Sort bendtigt zum Sortieren vorElementen maxim4l;) Vergleiche.

Satz 3.3 Der auf der bindren Suche basierende Insertionsort (beim Einsortieren des nach-
sten Elementes in den bereits sortierten Teil) bendtigt zum Sortieren Etamenten ma-
ximaln[log(n + 1)] Vergleiche.

Beweis: Hierzu sehen wir uns zunachst den Fak- 3 als Beispiel an:

Furn = 3 benétigen wir also insgesamt 2 Vergleiche.

Im allgemeinen Fall ergibt sich fiir die Anzahl, der Vergleiche bei Elementen folgende
Rekursionsgleichung:

Bopy1 = 1+ By
Box = 1+ By

Lost man diese Rekursionsgleichung (z.B. mit Hilfe vommE), so erhalt marB,, =
[logy(n + 1)]
Damit benétigt Insertion-SoE:}”:_O1 [log(i + 1)] =~ nlogn viele Vergleiche.

Achtung: Die Laufzeit von Insertion-Sort ist dennochn?).
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3.2.3 Merge-Sort

Beim Merge-Sort wird eine unsortierte Folge von Zahlen zunachst rekursiv so lange in Teil-
folgen halber Lange zerlegt bis die Lange einer Teilfalgst. Jeweils 2 dieser Teilfolgen
werden dann miteinander verschmolzen, so dass eine sortierte Teilfolge doppelter Lange
entsteht. Dies wird fortgesetzt, bis die gesamte Folge sortiert ist.

Satz 3.4 Die rekursive Version von Mergesort sortiert ein Feld der Langmit maximal
n - [log(n)] Vergleichen.

Beweis:s. Skript zur Vorlesung Diskrete Strukturen | von Prof. Steger, WS 99/00 [J

3.2.4 Quick-Sort

Beim Quick-Sort Verfahren wird in jedem Schritt ein Elemerder zu sortierenden Folge

als Pivot-Element ausgewahlt. Wie diese Auswahl getroffen wird, sei hierbei zun&chst noch
nicht festgelegt (s. hierzu die auf Seit@aufgezahlten Auswahlmaoglichkeiten). Dann wird

die zu sortierende Folge so umgeordnet, dass eine Teilfolge links gatsteht, in der alle
Werte der Elemente nicht grof3er alsind und ebenso eine Teilfolge rechts varin der

alle Werte nicht kleiner als das Pivot-Elemeargind. Diese Teilfolgen werden dann selbst
wieder nach dem gleichen Verfahren rekursiv zerlegt und umsortiert (Quick-Sort z&hlt also
zu den sogenanntddivide-and-Conquer Verfahrén Dies geschieht jeweils solange, bis

die Teilfolgen die Langé besitzen und damit bereits sortiert sind, so dass man am Ende
eine vollstandig sortierte Folge erhalt.

Satz 3.5 Quicksort bendtigt zum Sortieren eines Feldes der Langeaximal (g) viele
Vergleiche.

Beispiel 3.2

Besonders ungunstig ist es zum Beispiel wenn man Quick-Sort auf eine schon sortierte
Liste ansetzt und dann das erste bzw. letzte Element als Pivot-Element wahlt. In diesem
Fall lauft das Divide-and-Conquer Verfahren komplet ins leere, da eine der entstehenden
Teilfolgen leer ist und die andere alle restlichen Elemente enthalt.

[1234567 8910

N

[1234567809] 0

[9]
YN

[1234567 8] 0

In diesem Fall benétigt Quicksor}{;" , n — i = (%) Vergleiche.

Satz 3.6 Quicksort bendtigt zum Sortieren eines Feldes der Langat durchschnittlich
nur 21n(2) nlog(n) + O(n) viele Vergleiche.

Beweis:Zum Beweis der beiden obigen Satze sei auf die detaillierte Analyse von Quicksort
im Skript zur Vorlesung Diskrete Strukturen Il von Prof. Steger verwiesen. O

Entscheidend fir die Laufzeit von Quick-Sort ist hierbei digrite’ Wahl des Pivot-
elements. Was aber ist eine gute Wahl|?
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1. Nehme stets das letzte Element der Folge als Pivotelement
Nachteil: sehr schlecht bei vorsortierten Arrays

2. Median-of-3 Verfahren: wahlen den Median (das mittlere Element) des ersten, mitt-
leren, letzten Elements des Array
Nachteil: s. hierzu Ubungsblatt 8

3. zufélliges Pivotelement
Vorteil: besseres Verhalten bei sortierten Arrays
Nachteil: zusatzlicher Aufwand fur die Randomisierung

3.2.5 Heap-Sort

Zunachst wollen wir definieren, was wir unter einem Heap verstehen:

Definition 3.1 Definition eines Heaps:

- Alle inneren Knoten bis auf maximal einen haben genau zwei Kinder.

Alle Knoten mit weniger als zwei Kindern (insbesondere also die Blatter) befinden
sich auf den beiden gréf3ten Leveln.

Die Blatter im grof3ten Level des Baumes sind von links nach rechts aufgefulit.

Fur jeden Knoten gilt: alle Nachfolger haben einen hdchstens gleich grof3en Schlis-
sel.

Der Algorithmus HEAPSORT untergliedert sich ein 2 Phasen. In der ersten Phase wird
aus der unsortierten Folge varElementen ein Heap nach obiger Definition aufgebaut. In
der zweiten Phase wird dieser Heap ausgegeben, d.h. ihm wird jeweils das gréf3te Element
entnommen (das ja an der Wurzel steht), diese Element wird in die zu sortierende Folge
aufgenommen und die Heap-Eigenschaften werden anschlieBend wieder hergestellt. Im
folgenden wollen wir die daftir benétigten Teil-Algorithmen entwerfen und diese dann zu
einem kompletten BAPSORT-Algorithmus zusammenfihren.
Betrachten wir nun zunachst den AlgorithmusHrReAP(h) zum Einfligen der Wurzel in
einen ansonsten korrekt sortierten Heap:

Sei v die Wurzel des Heaps h;

while (Heap-Eigenschatft in v nicht erfillt)
Sei v* das Kind mit dem gré3eren Schlissel;
Vertausche die Schlussel in v und v* und setzte v = v*;

Als nachstes benétigen wir noch einen Algorithmuse@TEHEAP(R) zum Erstellen eines
Heaps fim beliebige Elemente:

for ¢ := Tiefe des Baumes down to 1 do
for each Knoten v auf Level ¢ do
reheap(Baum H mit Wurzel v);

Wenn wir am Ende die sortierte Folge den Heap entnehmen wollen, brauchen wir einen
Algorithmus DELETEMAX (k) zum Ldschen der Wurzel:

Sei r die Wurzel des Heaps h und sei k£ der in r gespeicherte Schlussel;
Sei ¢ das rechteste Blatt im untersten Level,
Kopiere den Schlissel in ¢ in die Wurzel r;
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Losche das Blatt £ und dekrementiere heap_size;
reheap(h);

Damit ergibt sich unser Algorithmus#APSORT (sortiert absteigend) zu:

CreateHeap(h);

while A nicht leer do
Gebe Schliissel der Wurzel aus;
DeleteMax(h);

Satz 3.7 Mittels Heapsort kann ein Feld der Langemit hdchstengn log(n)+o(n) vielen
Vergleichen sortiert werden.

Beweis: Wir fihren zunéchst eine Laufzeitanalyse der einzelnen vorgestellten Teilalgorithmen
durch, um danach die die Gesamtlaufzeit des Algorithmus angeben zu kénnen. Dazu be-
trachten wir einen Heap mitLeveln. Dieser Heap verfiigt hochstetis' Knoten.

REHEAP:
# Vergleiche <2 -(I-1)
CREATEHEAP:

#Vergleiche < 2-1.0+22.2.14+...42.2.-(1=2)+1-2-(I -1
ergleiche < 0+ +...F (l-2)+ (i—1)

Levell Levell — 1 Level2 Level1
-1

= ) 2-2-(1-1-1i)
i=0

-1 -1

= 2-1)-) 2°—2-) i
1=0 =0
=211 =(1-2)2!42

2-20 —21+2
DELETEMAX: DELETEMAX verhéalt sich von der Laufzeit genaso wi€lREAP mit einem
Element weniger.

HEAPSORT: Die Anzahl der Vergleiche ist kleiner als die Anzahl der Verlgeiche lre & E-
HEeAP addiert mit der Summe der Vergleiche bei alleBUBTEMAX.

Wir bengtigen also noch die Gesamtsumme bei BreEMax. Dazu hilft uns folgende
Uberlegung: Spatestens nach dem Loschen2ioh vielen Elementen nimmt die Anzahl
der Levels des Heap uinab, nach weitere®—2 Elementen wieder urh, usw. Damit gilt

# Vergleiche < =2 1)+ 272.2(1-2) 4. 42-(2-1)
—_— —_—

die ersten2!~1 Elemente die n&chsten2!—2 Ele-
~+ REHEAP fir Heap mit mente ~~ ReHEAP fir

! Leveln Heap mitl — 1 Leveln
-1
= 2. ) i
i=1
N——
=(1-2)2!+2

Damit ergibt sich die Anzahl der Vergleiche bei Heap-Sort zu:
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#\Vergleiche < 2-2' —2.14+2+2-((1—-2)-2"+2)
= 20-2"—2.2 — 2146

Nachdem wir den Heap-Sort Algorithmus auf eineralementigen Array ausfiihren, ergibt
sich die Hohd zu:
I = [logy(n +1)]

Damit erhalten wir die Anzahl der Vergleiche beElementen nun zu:
2nlogsn + O(n)

O
Bemerkungen:

- Mit einer von Carlssons beschriebenen Variante von Heapsort kann man ein Feld der
Langen mit maximaln log(n) + O(nloglog(n)) vielen Vergleichen sortieren.

- HeapSort ist ein sogenanntes in-situ Verfahren, d.h es benétigt nur konstant viele
zusétzliche Speicherplatze.

3.2.6 \Vergleichsbasierte Sortierverfahren

Wir wollen in diesem Abschnitt eine generelle Aussage Uber die Laufzeit von vergleichs-
basierten Sortieralgorithmen treffen:

Satz 3.8 Jedewergleichsbasierte Sortierverfahren hat Lauf£#t log n), und es bendtigt
nlog, n + O(n) viele Vergleiche.

Beweis: Der Bewis zu diesem Satz kann einer Tutoraufgabe auf Ubungsblatt 8 entnommen
werden. O

3.2.7 Bucket-Sort

Bei Bucket-Sort handelt es sich um aiitht vergleichsbasiertes Sortierverfahren. Hier
werden z.B. Zahlen; ... a,, aus dem Bereiclll ... n} dadurch sortiert, dass sie in durch-
nummerierte' Eimer 1...n geworfen werden. Die Inhalte dieser Eimer werden dann
nacheinander ausgegeben, man erhélt eine sortierte Folge.

Die Laufzeit von Bucket-Sort betragt alsé®(n), allerdings muss gewébhrleistet sein, dass

die Zahlen aus dem BereidH ...n} kommen. Da dies bei Buchstaben sehr einfach zu
gewahleisten ist (man denke entsprechende Codierungen, z.B. Unicode) funktioniert dieses
Sortierverfahren fur Worter sehr gut (vergleiche jeweils die ersten Buchstaben, dann die
zweiten, ...). Fur weitere Analysen zu diesem Verfahren sei auf die Vorlesung Effiziente
Algorithmen des Hauptstudium8][verwiesen.

3.3 Suchverfahren

Problemstellung: Gegeben sind (grof3e) Mengen von Datensétzen, die durch einen (ein-
deutigen) Schliissel gekennzeichnet sind.

Schlissel
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“In real life" ist der Schlussel hierbei ein Textstring, eine Zahl, etc. In der Vorlesung
wollen wir aber ohne Einschédnkung davon ausgehen, dass der Schlissel der gesamte Da-
tensatz ist (sonst missten wir zu jedem Schliissel stets noch einen Zeiger auf den Rest des
Datensatzes mitangeben).

Gesucht ist nun eine Datenstruktur, die die folgenden Operationen effizient erméglicht:

- is_member(k)Teste, ob der Datensatz mit Schliissenthalten ist.

- insert(d)Fuge den Datensatz mit Schlusselk = k(d) ein, fallses noch keinen
Datensatz mit Schlissglgibt.

- delete(k)Lésche den Datensatz mit Schliiskefalls vorhanden.

Bemerkung: So eine Datenstruktur nennt mevorterbuch
Grundsatzlich gibt es zwei verschiedene Anséatze, um Worterbucher zu realisieren:

1. Hashing

2. Suchbaume

3.3.1 Suchbaume

Annahme: Die Schlissel sind vergleichbar, d.h. die Menge aller Schllissel (das sogennante
Universun) ist total geordnet.

3.3.2 Binare Suchbaume

Betrachten wir zunachsinare Suchbaumaen binaren Suchbaumen gilt fir alle Knoten
- key(z) > groRter Schliissel im linken Unterbaum von
- key(z) < kleinster Schliissel im rechten Unterbaum won

Nunmebhr stellt sich naturlich die Frage, welchen Aufwand die die einzelnen Methoden,
zur Manipulation der Knoten in einem bindren Suchbaum der H¢haben.

- is-member(k) verfligt Uber einen zeitlichen Aufwand véh(n). Man muss schlimm-
stenfalls einmal von der Wurzel des Baumes bis zu einem Blatt laufen (n&mlich wenn
der gesuchte Schliissel ein Blatt des Baumes ist oder nicht im Bau enthalten ist.)

- insert(k) verflugt ebenfalls Uber lineare Laufzeit, al&¢n). Um ein Element muss
man den Baum namlich einmal von der Wurzel bis zu dem Knoten durchlaufen, an
dem das Blatt eingefligt wird.

Beispiel 3.3

Um in den links dargestellten bindren Suchbaum den Schli8seinzuftigen geht

man wie folgt vor: Man vergleicht zunéchst den Wert des neuen Schliissels mit dem
wert der Wurzel. In diesem Fall ist der Wert des Schliissels groR3er, als der der Wurzel,
der Schliissel muss also im rechten Teilbaum platziert werden. Der erste Knoten des
Teilbaums ist nun gréRer als der neue Schlissel, wir wenden uns also nach links.
Wir treffen nunmehr auf ein Blatt, da der Wert dieses Blattes kleiner als der neue

Schlussel ist, wird der Schissel als rechter Teilbaum dieses Knotens eingefiigt.
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- delete(k); obwonhl hier der Baum unter Umstanden reorganisiert werden muss, wir
auch furinsert(k) nur lineare Zeit verbraucht.

Loscht man die Wurzel eines Baumes (oder Teilbaumes), so wéahlt man das linkeste
Blatt des rechten Teilbaumes der Wurzel als neuen Knoten. Es dirfte klar sein, dass
dieses Blatt tiber den kleinsten Wert aller Blatter und damit auch den kleinsten Wert
aller Knoten im rechten Teilbaum verfligt. Da alle Werte im rechten Teilbaum echt
groRer sind als die im linken Teilbaum, ist dieser Knoten eine giltige Wurzel.

Da der Aufwand den Knoten zu finden linear ist und die Umordnung konstante Zeit
bendtigt ergibt sich ein Aufwand vaBi(n).

Wenn kein linkestes Blatt existiert muss man den Algorithmus leicht modifizieren,
siehe dazu folgendes Beispiel:

Beispiel 3.4

In unserem nachstehenden Beispielbaum wird die Wurzel (Wert 10) geldscht. Der
Knoten mit dem kleinsten Wert im rechten Teilbaum ist nunmehr 12, er wird zur
neuen Wurzel. Der Knoten 13 wird an den ehemaligen Vater von 12 angehangen.

In diesem Fall wird der linkeste Knoten als neue Wurzel verwendet und der rechte
Teilbaum dieses Knotens an Stelle des Knotens an dessen Vorganger angehangen.
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Ein Problem der binaren Suchbaume ist es aber, dass sie nicht héhenbalanciert sind, so dass
sich unter Umstanden ein sehr ungiinstiges Laufzeitverhalten einstellen kann.

Beispiel 3.5

Wir fiigen nacheinander die Schlis$e?,3,4,5, ... in einen zu Beginn leeren Baum ein.
Wie in der Skizze zu erkennen erhalt man eine Liste, so das die kides Baumes nicht
O(logn) ist, wie erwiinscht, sonde®(n) (wobein die Zahl der Schlissel ist)

@© ~ @\@Q@i@

Wie kann man nun aber sicherstellen, das man einen balancierten Baum erhalt? Wir
wollen im folgenden auf zwei Mdglichkeiten eingehen. Die wirklich effizienten Losungen
werden aber leider erst im Hauptstudiugh hehandelt.

3.3.3 AVL-Baume

Fur alle Knoten: einesAVL-Baumegilt, dass sie Hohe des linken und rechten Unterbau-
mes vonz sich um héchstens 1 unterscheiden.

Wir modifizieren nun die Datenstruktur so, dass an jedem Knetie Hohe des Teilbau-
mes mit Wurzek: gespeichert ist.

Lemma 3.1 Ein AVL-Baum mit Hohé enthalt mindestens£Y2)" und hochsteng/*!
viele Knoten.

Beweis:Es diirfte klar sein, das jeder binare Baum der Hohéchsteng"+! viele Knoten
enthalt.

Die andere Aussage des Lemmas beweisen wir durch Induktiomiiber

h =0: Hier verfugt der Baum nur tber einen Knoten,(déi’g—\/g)0 = 1list
die Aussage aus dem obigen Lemma fur diesen Punkt erfillt.

h = 1: Ein Baum der H6he 1 verfiigt entweder Uber 2 oder aber 3 Knoten,
fur die Zahl der Knoten gilt alsg> 2. Nun ist aber(”z—\/g)1 =
1.618 < 2, womit die Aussage auch fiir diesen Fall gilt.

h = h+ 1: Damit der gesamte Baum die H6he- 1 hat, muss mindestens einer

der beiden Teilbdume die Héliehaben. Der andere Teilbaum hat
dann mindestens die Hole— 1.

N
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Damit ergibt sich fur die Anzahl der Knoten:

# Knoten > 1+(#)h+(1+2\/5)h—1
> (B (5 )
_ (1+2\/5)h_1.(1+2\/5)2
15V
= (=)

Korollar 3.1 Ein AVL-Baum mit. Knoten hat die Hoh&(log n).

Korollar 3.2 In einem AVL-Baum mit Knoten hats_member(k) die LaufzeitO(logn).

Wie verhalten sich abensert unddelete? Nehmen wir als Beispiel folgenden Baum und
nehmen wir an, wir wollen den Schlissel 0 einfiigen. Fligen wir den Schlissel korrekt
als Blatt des Knoten 1 ein, so ist die Héhenbedingung verletzt. Wir missen den Baum
umsortieren.

Beschaftigen wir uns also zunachst iiert:
1. Dieser Schritt erfolgt wie bisher.

2. In diesem Schritt wird die Héhenbedingung wieder hergestellt. Es durfte klar sein,
das die Hohenbedingung nur auf dem Pfad von der Wurzel zu dem eingefiigten Kno-
ten verletzt seien kann. Wir verfolgen daher den Pfad von unten nach oben und
stellen die Hohenbedingung wieder her. Dazu nutzen wir sogenannte Rotationen.
Die folgende Skizze zeigt eine Rotation umy:

Y o ox

/ \ Rechtsrotation / \

I o _— o

Y
Linksrotation / \

£ £

(_0071,) (oc,y) (y,—i—oo
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Wie man unschwer erkennen kann wird durch diese Operation die H6he der Teil-
baume veréndert. Sehen wir uns daher ein Beispiel an, wie man die Rotation zum
Wiederherstellen der Hohenbedingung verwenden kann:

Y o

e \o T
ierere)

y7 +<>o

Wahren im Knoteny die Hohenbedingung nach dem Einfligen noch gilt, ist sie in
verletzt. Nach der Rotation gilt die Héhenbedingung jedoch wieder. Die Hohe der
Teilbdume vory ist gleich der Héhe der TeilbAume varvor dem Einfligen. Damit

ist die Héhenbedingung jetzt Gberall im Baum erfullt.

Mitunter muss man eine Doppelrotation vornehmen um den Baum zu rebalancieren.

Damit dirfte einsichtig seien, dass siaisert in einem AVL-Baum mitn Knoten in
O(logn) durchfuhren lasst.

Gleiches gilt im Gbrigen auch fidelete. Auch hier kann es naturlich sein, dass man
nach dem Léschen eines Knotens den Baum rebalancieren muss. Die Vorgehensweise ist
dann die gleiche wie bénsert.

Beispiel 3.6

Zum Abschluss noch ein Beispiel fur das rebalancieren von AVL-Baumen. In den fol-
genden Baum wird der Schlissel 0 hinzugefigt und der Baum anschliel3end durch eine
Einfachrotation rebalanciert.
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Bei unserem zweiten Beispiel ist nach dem einfligen des Schlissels 3 eine Doppelrota-
tion notwendig um den Baum zu rebalancieren.

28.06.2000
Vorlesung 16

3.3.4 (a,b)-Badume

Definition 3.2 Ein (a, b)-Baum ist ein Suchbaum, so dass gilt:

alle Blatter haben gleiche Tiefe

Schlissel sind nur in den Blattern gespeichert (externer Suchbaum)

v Knotenv au3er Wurzel und Bléatterru < # Kinder(v) <b

fir Wurzel2 < #Kinder< b

-b>2a—-1

fur alle inneren Knoterv gilt: hat v | Kinder, so sind inv [ — 1 Wertek;, ...k
gespeichert und es gilt:

ki—1 < key(w) < k;YKnotenw im i-ten Unterraum von
(wobeiky = —o0, k; = +00)

Bemerkung: (a,b)-Badume mitb = 2a — 1 nennt man auclB-Béaume Diese B-Baume
wurden erstmals in einer Arbeit von Prof. R. Bayer und W. McCreight im Jahr 1972 be-
schrieben.

Lemma 3.2 SeiT ein (a, b)-Baum mitn Blattern. Dann gilt:
log;,(n) < Hohe(l') < 1+ log, (%)

Beweis: Dieser Beweis sei dem Leser als Ubungsaufgabe iiberlassen. Alternativ sei auf die
Arbeit von Bayer / McCreight verwiesen. |

- is_member( k):
v := Wurzel von T
while v nicht Blatt do
i:=min{l < j <#Kinder(v) | k < k;}
v := i-tes Kind von v
if & = key(v) then return (" true")
else return (" false")

Die Laufzeit istO(Hohe(l)).
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- insert( v):
Bestimme Blatt v wie in is_member(k)
w := parent(v)
Flge k als zusatzliches Blatt von w ein.
while # Kinder(w) > b do
if w # Wurzel then y := parent(w)
else y := neue Wurzel mit w als einzigem Kind
Zerteile w in zwei Knoten w; und w, mit den Lb%lj kleinsten bzw.
[&£L7 groBten Kindern von w

wi=y

Die Laufzeit istO(Hohe(l)).

Beispiel 3.7
Beschéftigen wir uns nun kurz mit einem Beispiel fur die Operatisert( v). In den
folgenden(2, 3)-Baum soll ein Schliissel mit dem We eingefligt werden.

Nach dem Ausfuhren Einfligeoperation ergibt sich zunéchst der untenstehende Baum. Ei-
gentlich hatte man den Schlissel 60 an den Kné®&B6 anfligen missen, jedoch héatte
dieser Knoten dann Uber mehr als drei Kinder verfligt. Daher wurde der Knoten geteilt.

Durch die Aufteilungsoperation verfiigt nunmehr der Knos&nb6,62 Uber vier Kinder,
so dass auch dieser Knoten geteilt werden muss.
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21,3950
(715) (32 (52 (62)
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Da nunmehr die Wurzel Giber mehr als drei Kinder verfigt wird sie geteilt und eine neue
Wurzel eingeflgt.

()
(o) (56)

(715) (32) (52 (62)
G () @ @ ® @D & 6@ @@

ONCHONORORORORCROAOROROROAORORORORORORC
1 4

7 9 15 17 21 24 32 35 39 43 47 52 53 56 60 62 67 71

- delete(k):
Bestimme Blatt v wie in is_member(k)
if key(v) # k then stop
w := parent(v); Entferne v aus w.
while (# Kinder(w) < a) A (w # Wurzel) do
Sei y ein linker oder rechter Nachbar von w.
if # Kinder(y) = a then Verschmelze w und y.
else Adoptiere rechteste bzw. linkeste Kind von y.
w := parent(w)
if (w = Wurzel) und (Wurzel hat nur ein Kind) then Lésche Wurzel.

Die Laufzeit ist wiederun® (Hohe(T")).

Korollar 3.3 In einem(a, b)-Baum mitn Blattern (bzw. gespeicherten Schliisseln) kann
manis_member, insert, delete in O(log n) durchfihren.

Bemerkung: Die Wahl vona undb hangt wesentlich von der Gré3e desb)-Baums ab.
Allgemein gilt:

- Liegt der(a, b)-Baum im RAM, wéhit marb klein. Dadurch hat man geringe Kosten
fur das Finden desrichtiger’ Teilbaums.

- Liegtder(a, b)-Baum auf Sekundarspeichern, wéhlt naagrof3. Der Baum hat dann
geringe Hohe, dadurch ist die Anzahl der Zugriffe auf den Sekundérspeicher gering.
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3.3.5 Hash-Verfahren

tatsachliche
Schlussel Speicher M

) —

h
‘ |[M|=m

Universum U

Ul =N

Hierbei soll die Hashfunktioh die Eigenschaft haben, dass msnmembereffizient aus-
fuhren kann — und zwar (mdglichst) féle Mengens.
Ansatz: h ordnetjedemElement des Universums einen festen Platz im Speicher zu.

h S

S [

n

M

Da|U| > m gibt es naturlich Menges, so dass deren Elemente auf den gleichen Spei-
cherplatz abgebildet werden, man spricht Kwilisionen Die " Kunst' des Hashen ist
dabei: Vermeide solche Kollisionen!

30.06.2000 Im folgenden ist also nédher auf diese beiden Punkte einzugehen:
Vorlesung 17

1. Wahl der Hashfunktiok

2. Auflésen von Kollisionen

Zu 1.) Wahl der Hashfunktion
Idee: Betrachte beliebige Funktidmmit i [h =1 (i)| = &, wobeim = [M|undN = |U]|.

1

Pty [h(e) = h(y)] = —
Dies heil3t: wahlt man den Datensatz zuféllig, ist der Erwartungswert fur die Anzahl Kolli-
sionen klein.
Aber: In der Praxis ist der Datensatucht zuféllig. Da man aber die Hashfunktion zu-
fallig wahlen kann, hatte man gerne ein Verfahren, wie man eine solche Hashfunktion mit
kleinem Erwartungswert findet.
Universelles Hashing
Eine MengeH von Hashfunktionen heildiniversel| falls gilt:

[{h e H|h(z) = hy)}|
H|

P [a(z)=h(y)]

1
< — Vr,yeU
m
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Beispiel 3.8
Im folgenden sei ein Beispiel fur eine universelle Hashfamilie gegeben. O.k& sé@ie
Primzahl. Dann isZ,, = {0,1,...,m — 1} ist ein K&rper (s. hierzu auch das Skript zur

Vorlesung Diskrete Strukturen | von Prof. Steger, WS 99/00)

EIENE RS
N—
|log m | Bits
Schlissek € U: © = zg, x1, 2, . .., ;.
Wir kbnnen alsac; interpretieren als Zakd Z,,,. Fura = (ao, . . ., a,) Mita; € Z,, setzen
Wir:
he: U — Z,,
T = Y., a;x; modm

Satz3.9H = {hy | a = (ao, ... ar),a; € Zy,} ist universell.

Beweis: Seiz # y, und damit 0.Ex # yo, aberh,(x) = h,(y). Fur alleay,...,a, €
Ly, qilt:
Es gibt genau eing € Z,, mit h,(z) = hy(y), denn (mitZ,, ist Korper):

) hae(z) = hagy)
= Do = Z?ZO a;Yi
< ag(vo—y) = Zizl a;i(y; — ;)
——
ELm,
Also:
#asmith,(z) =ho(y) m"-1 1
P == == = = —
fu [ha(7) = ha(y)] #aller a’s mr+l " m
Dieay, ..., a, kdnnen frei gewahlt werden (daflr gibt es jeweildMdglichkeiten),a ist

far ho(z) = h,(x) fest, andernfalls gibt es auch hierMdoglichkeiten,ay zu wahlen. O
Zu 2.) Auflésen von Kollisionen
Maogliche Strategien fir die Auflésung von Kollisionen sind:

Verketten:

0 e N e B
1

2 Alle Elemente, die
3 — | auf 0 abgebildet wur-
4 den.

5

6

7 L 1 ]

8

9

10

Lineares Sortieren: Idee: Wird ein Element auf deni-ten Speicherplatz id/
abgebildet, so wird es dort gespeichert, falls der Platz noch nicht belegt ist.
Sonst wird es im + 1-ten Speicherplatz gespeichert, falls dieser noch frei ist,
andernfalls . ..
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0 °
1 . Uberlaufer der 0
2 °
3 °
4
5 o
3 : Uberlaufer der 5
8 °
9
10

Faustregel: Diese Méglichkeit ist nur brauchbar, falls| > |S]|.
doppeltes Hashen:h(k,i) = hi(k) + i - ho(k) modm, wobeih; und he zwei

Hashfunktionen sind.
insertf):

1:=0

do forever

if M [h(k,i)] = nilthen M [h(k,%)] := k; stop;
elsei=i+1

Faustregel: brauchbar — aber nur wenn keine delete’s vorkommen.

3.3.6 Vorrangwarteschlangen

Definition 3.3 Eine Vorrangwarteschlange (engl. Priority Queue) ist eine Datenstruktur,
die die folgenden Operationen unterstitzt:

Insert

DeleteMin ~ Finden und Loschen des Elements mit dem kleinsten Schlissel

DecreaseKey ~~ Verkleinerneines Schliissels

Union ~~ Vereinigung zweier Datenstrukturen

In dieser Vorlesung soll eine Realisierung einer Vorrangwarteschlandg@redmial Heap
besprochen werden. Dieser wird heute allerdings nicht mehr (h&ufig) verwendet, da es eine
bessere Datenstruktur gibt, die sogenantiidonacci Heaps Fur weitere Informationen
hierzu sei auf die Vorlesung Effiziente Algorithmen und Datenstrukturen des Hauptstudi-
ums [3] verwiesen.

BinHeap | FibHeap

Insert O(logn) 0(1)
DeleteMin | O(logn) | O(logn)
DecreaseKey O(logn) 0(1)

Union O(logn) 0(1)
worst case| amortisiert

Definition 3.4 Ein Baum mit einem Knoten ist der Binomialbadin Entsprechend ist ein
Baum mit zwei Knoten der BinomialbauBy. Man erhalt den Binomialbaums;,, indem
man die Wurzeln der zwei Binomialbaufg_; mit einer Kante verbindet.
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B() B1 BQ B3

o P @i
Es gilt ebenso, dass maB; erhélt, wenn man die Wurzeln der Binomialbauig
...By mit einem neuen Wurzelknoten verbindet.

Bk Bk
@ /N
Br_1

By_1 Bi—2 By B Bo

Lemma 3.3 Fir einen Binomialbaun®B,, gilt:
- er enthalt2® Knoten, Hohe:
- es gibt genay*) Knoten mit Tiefe
- die Wurzel hat Grad;, alle anderen Knoten haben Grad k — 1.

Beweis: Der Beweis sei dem Leser als Ubungsaufgabe tiberlassen. |

Definition 3.5 Ein Binomial Heap ist eindMenge™ von Binomialbdumen, so dass
1. jeder Binomialbaune ‘H erfillt die Heap-Bedingung:

key(x) < key(y) Yv,w mitwv ist Vater vonw

2. Vk € N: H enthalt héchstens eindb,

Interpretation:

Aus der Eigenschaft (2) fur Binomial Heaps folgt: SindHhn Schlissel gespeichert, so
bestehtH aus hdchstensg, n vielen Baumen.

Aus der Eigenschaft (1) folgt: In jedem Baum ist der kleinste Schlissel in der Wurzel
gespeichert.

Korollar 3.4 FindMin benétigtO(logn) Zeit.
_ . _ . _ _ 05.07.2000
Beschéaftigen wir uns nun eingehender mit den Algorithmeruition, Insert, Decease Vorlesung 18

Key undDelete Min. Wie wir sehen werden lassen sich alle vier Operationen im wesent-
lichen aufUnion zurickfihren.

H |
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Union: Unser Ziel ist die Vereinigung zweier Binomial-Béaurie, H> zu H. Seimintree(X)
eine Funktion, die den kleinsten Baum M zurlickliefert, ebenso liefermaxtree(X)
den grof3ten Baum iX. Zu Beginn des Algorithmus ist/ leer, es wird dann schritt-
weise so vergrofRert, dass zu jedem Zeitpunkt gilt, daastree(H) kleiner oder gleich
mintree(H;) undmintree(H-) ist.

H = leer;
while H; # leer v H, # leer do
if maxtree(H) < mintree(H;) < mintree(H,) then
«) Verschiebe kleinsten Baum in H; nach H.
else if maxtree(H) < mintree(Hs) < mintree(H) then
() Verschiebe den kleinsten Baum in H, nach H.
else if maxtree(H) = mintree(H;) = mintree(H) then
v) Verschmelze kleinsten Baum aus H; und H,, hénge
neuen Baum in H ein.
else if maxtree(H) = mintree(H;) < mintree(H-) then
0) Verschmelze kleinsten Baum in H; und gré3ten Baum
in H. Es entsteht ein neuer Baum in H.
else if maxtree(H) = mintree(H3) < mintree(H;) then
€) Verschmelze kleinsten Baum in Hy und gréf3ten Baum
in H. Es entsteht ein neuer Baum in H.

Man definiert hierbei mintree(leerer Heap)oo.

Beispiel 3.9

. F@ 2 F@ 20
®» @B ©
@

Im 1. Schritt (d.h. im 1. Durchgang der while-Schleife) wird der erste KnotenHponach
H verschoben. Dies entspricht dem Fall Fathus unserem Algorithmus.

Th "1

Im 2. Schritt ist es nicht mehr méglich einfach den kleinsten Teilbaum hazh verschie-
ben, daH dann zwei gleich groRRe Teilbaume enthalten wirde. Vielmehr verschmelzen wir
den kleinsten Teilbaum aug; mit dem groRten Teilbaum aué. Damit tritt der Falle ein.
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Nun im 3. Schritt ist die Situation ahnlich. Wir kdnnen keinen der beiden kleinsten Teil-
baume aud?, und H, in H einfligen, dal{ dann ebenfalls zwei gleich groRe Teilbdume
enthalten wiirde. Wir verschmelzen also die beiden TeilbAumé&ausd H> miteinander,
indem wir den Teilbaum mit der gré3eren Wurzel an den mit der kleineren Wurzel anfiigen.
Der neu entstandene Baum wird nunHneingefiigt. Dies entspricht dem Falkein.

Da wir im 4. Schritt sowohl inH,, als kleinsten, als auch i, als grof3ten, Teilbaume
der GroRRe 4 haben, missen wir die TeilbAume verschmelzen. Dies ist déruraskres

Algorithmus.
H F%
20 (12 14

Wenden wir uns nun ddnvariantedes AlgorithmudJnion zu. Vor und nach jedem
Durchlauf demwhile-Schleife gilt:

maxtreefl) < min{mintree;), mintree2)}

Beweis: Zu Beginn trifft die Bedingung zu. Ebenso weil3t man leicht nach, dass die Be-
dingung auch fir die Félle, 3, v, § unde erhalten bleibt. Wichtig: Wir verwenden die
Tatsache, dasH, H, jeden BaumB;, h6chstens einmal enthalt. O

Wir haben also gesehen, dass der angegebene Algorithmumnian funktioniert. Die
Laufzeit des Algorithmus ist:

O(# Baume inf; +# Baume infz) =s_ \orlesung 07.07.2000
O (log(# Schlussel ind, ) + log(# Schlussel if>))

Insert( H, k): Wir gehen folgendermal3en vor:
1. Erzeuge einen neuen Heaf mit Schliissek als einzigem Element.
2. H :=Union(H, H')
Klar ist, dass sich die Laufzeit 20 (log(# Elemente infl)) ergibt.
DeleteMin( H): Wir wissen, dass das Minimum stets die Wurzel eines Baumes ist.

1. Bestimme den Baum ifif mit der kleinsten Wurzel.
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2. Gebe Wurzel des Baumes aus und erzeuge einen neuenfHeaip allen Unterbau-
men der Wurzel.

3. H :=Union(H,H')

Klar ist wiederum: LaufzeiO (log(# Elemente inf)).

Beispiel 3.10
Im folgendem Beispiel entfernen wir den Knoten 2 aus dem Binomial Heap (links). Da-
durch zerfallt der Heap in zwei Teile (mitte), die dann mittels Union wieder vereinigt wer-
den (rechts).

o O ARO "G
OO w %@ ©®
w w @

DeceaseKey( H, z, k): Zur Erinnerung sei noch einmal erwéhnt, dass diese Operati-
on den Schliissel vom auf k& setzen sollte, fallé < key[z]. Doch zunachst folgendes
Beispiel:

Beispiel 3.11

In dem folgenden Heap soll der Schlussel 41 durch 9 ersetzt werden (links). Tut man dies,
so ist jedoch die Heapbedingung nicht mehr erfillt (rechts), da der Vater von 9, der Knoten
37, dann grofer als 9 ist. Um die Heapbedingung wieder herzustellen vertauscht man beide
Knoten miteinander.

Nach dem ersten Vertauschen ist die Heapbedingung jedoch immer noch verletzt (links),
so dass man noch einmal die Knoten vertauschen muss. Auf diese Weise wandert der Kno-
ten solange im Baum nach oben bis die Heapbedingung erflillt ist (rechts).
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Fiur DecreaseKey ergibt sich somit der folgende Algorithmus:

if key[x] < k then error;
else keylz] = k; y := z; z := Vater(x);
while z # nil A keyly] < key[z] do
Vertausche Inhalt von y und z;
y = z; z := Vater(z);

Fir Laufzeit seine Laufzeit gilt schlie3lich:

O(max. Hohe eines Baumes i) = O (log(# Schllssel irf))

3.4 Mengendarstellungen — Union-Find Strukturen

Problemstellung: Gegeben sei eine (endliche) Menggedie in KlassenX; partitioniert
ist:

S:X1UX2U UX[

Fur jede KlasseX; gibt es hierbei einen ReprasentanterE X;.

i

Klasse Reprasentant

Gesucht wird eine Datenstruktur, welche die folgenden Operationen unterstuitzt:
- Init(S) ~» Jedes Element bildet eine eigene Klasse mit sich selbst als Représentanten.

- Union(r, s) ~ Vereinige die beiden Klassen mit den Reprasentantamd s, wahle
r als neuen Représentanten.

- Find(x) ~» Bestimme zur € S den Reprasentanten der Klasse,denthalt.

In unserem Beispiel wirdeind(d) den Wert liefern. Fiihrt man die Operatidgnion(c,g)
auf unserem Beispiel auf so erhédlt man folgendes Resultat:
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Eine solche Datenstruktur nennt man atshion-Find-Struktur

Eine triviale Implementierung bendétigt(|S|) fur die OperatiorUnion. Ziel ist eine Lauf-
zeit fiir Union von O (log(|S|). Wir werden sehen, dass es sogar noch besser geht.

Um logarithmische Laufzeit zu erreichen, realisieren wir die Datenstruktur als Vereinigung
von zur Wurzel hin gerichteten Baumen. Dabei bilden die Reprasentanten die Wurzeln und
die restlichen Elemente der Klasse die restlichen Knoten.

c b h g
d a e f
Die Operationerfrind undUnion sind dann folgendermaf3en zu implementieren:

Find(z): Laufe vonz zur Wurzel und gebe diese aus. Da wir davon ausgehen, dass
x ein Zeiger auf den knoten bzw. der knoten selbst ist, betragt die Laufzeit ist
O(max. Hohe eines Baumgs

Union: Unser Ziel ist,Union so zu implementieren, dass die maximale Hohe eine
Baumes< log»|S] ist. Die Operatioriynion hat dabei LaufzeiO(1).

Bevor wir die Betrachtung von Union-Find Strukturen fortsetzen, betrachten wir folgendes
Anwendungsbeispiel:

Beispiel 3.12

Kruskals Algorithmus flr Minimum Spanning Tree (MST)

In der Vorlesung Diskrete Strukturen1][haben wir uns ausfihrlich mit Kruskals Algo-
rithmus flir Minimale Spannbdume auseinander gesetzt. Zur Erinnerung sei er hier noch
einmal wiedergegeben:

Kruskals Algorithmus Version 2
Eingabe: zshgd. Graph G = (V, E), wobei E = {ey, ..., e, }, Gewichte wlel;
Ausgabe: Kantenmenge T eines min. spann. Baums in G.
Sortiere die Kantenmenge so, dass gilt:
wler] <wleg] < ... S wlen);
T:=0;
for i :=1to mdo
if T U {e;} kreisfreithen T :=T U {e;};

od

Allerdings haben wir damals die Frage ausgeklammert, wie man effizient bestimmt ob das
Einfigen einer Kante einen Kreis erzeugt. Dies wollen wir nun nachholen, da damit die
Effizienz des Algorithmus steht und fallt.

Geht man nach einen primitiven Ansatz vor, so erreicht man quadratische Laufzeit. Man
fugt die aktuell betrachtete Kante temporar in den bestehenden kreisfreihen Graphen ein
und testet ob der Graph dann immer noch kreisfrei ist.

Union-Find-Strukturen erméglichen es nun eine Laufzeit @§hE | log |V'|) zu erreichen.

Beim Aufbauen des Spannbaums nutzen wir diese Datenstruktur derart, dass alle Knoten
die in einer Zusammenhangskomponente liegen jeweils einer Klasse angehdren. Zu Beginn
liegt jeder Knoten in einer eigenen Klasse. Wollen wir testen ob wir eine Kante in den
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Spannbaum einfligen kdnnen, so testen wir einfach, ob die sie begrenzenden Knoten in

verschiedenen Klassen und damit in verschiedenen Zusammenhangskomponenten liegen.
Wenn ja, erzeugt das Einfligen der Kante keinen Kreis und wir fihrebiion auf den

beiden Klassen der Endknoten der Kante aus. Liegen beide Knoten hingegen in der selben
Klasse so wird die Kante nicht in den aufzubauenden Spannbaum aufgenommen.

Damit ergibt sich der folgende Algorithmus:

Kruskals Algorithmus - Version 3
Eingabe: zusammenhangender Graph G = (V, E); Gewichte wle];
Ausgabe: Kantenmenge T eines min. spann. Baums in G.
Sortiere die Kantenmenge so, dass gilt:
wler] <wles] < ... < wlem];
T:= 0,
Init(V);
for i:=1to m do
Bestimme u,v € V mite; = {u,v};
if Find(u) # Find(v) then
T:=TU{e};
Union(Find(u), Find(v));

fi
od

Im folgenden ist ein Beispielgraph mit gewichteten Kanten abgebildet, in dem der minimale
Spannbaum nach dem Algorithmus von Kruskal bestimmt wurde.

Bevor wir uns eingehender mit der Implementierung der Operatitmir), Find(z) und
Union(r, s) beschéftigen, wollen wir uns noch einmal tiber ihre grundlegende Arbeitsweise
klar werden:

S
1 % - Init(s) legt von jedem Element € S
N . .
eineKopiean.
/\ . . . . .
A, - Union(r, s) héngt dieKopiengeeignet
zusammen.

- Find(x) verfolgt zunachst den Link
I zur Kopie vonz und von dort aus wei-
CDJO ter zur Wurzel.
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Wie kann nun eirUnion(r, s) implementiert werden? Vor déinion-Operation stellt sich
folgende Situation dar:

/) T

Annnahme: Jede Wurzel kennt die Hohe ihres Baumes. Zu Beginngilte S: Hohg(z) =
0. Wir unterscheiden nun 2 Falle:

1. Fall: H6hdr] > Hoh€s]
Flge Baum mit Wurzet als neuen Unterbaum varein.

Hoher] := maxz{HOhdr]|, Hohes] + 1}

r*jA
4 /A T,

/T

2. Fall: Hohdr] < Hohes]

Hierbei muss darauf geachtet werden, dass nach Definitiobman gesteu-
ert werden soll, welche der beiden Wurzeln die neue Wurzel sein soll.

()
Sl
Tr
so‘
_/ T

1. Schritt: Vertausche Wurzeln voh, undT%.
2. Schritt: Weiter wie im 1. Fall.

Klar ist nun: Union bendtigtO(1) Zeit.

Lemma 3.4 Fir jeden Baun¥’, gilt:
HohgT,.) < log, (# Knoten inT,.)

Beweis: Zu Beginn stimmt die Behauptung des Lemmas. Biiion zweier Baumd’,. und
T, gilt: Seih, die Héhe vonT,. undn, die Anzahl Knoten iril,.. Analoges gelte fiif,
undn,.
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1. Fall: h, = hg
- Hoheh des neuen Baumes ist= h, + 1.
- Anzahl Knoten des neuen Baumesrist n,. + ng.
Zu zeigen ist < log, n:

logon = logy(n, + ns)
> logy(2n,) 0.E. istn, < ng
= 1+logy(n,)
> 14 h, Induktion

2. Fall: h, > hg
Dannh = h, <logy(n,) < log,(n).

([l
Aus dem Lemma folgtFind(z) hat worst case Laufzei®(log |S|). Kann diese Laufzeit
von Find(x) verbessert werden?

"
—
[¢]
r

1

o
x

/

Den angegebenen Pfad vemachz durchlauft man nun zweimal (einmal vannach
r und dann wieder zurlick). Beim Zurucklaufen erhalten alle Knoten auf dem Weg von
r nachz mitgeteilt, dass- ihre Wurzel ist. Zugriffe auf diese Knoten kénnen dann im
nachsten Schritt in konstanter Zeit erfolgen!

Die andert zwar nichts an der worst case Laufzeit, allerdings kann man nun zeigen, dass
sich die Laufzeit im average case dadurch verbessert. Die vorgestellt Methode wird hierbei
Path Compressiogenannt.

Analyse vonPath Compression

Bei Find(x) werden alle Knoten auf dem Pfad varzur Wurzel direkt unter die Wurzel
gehangt. Fir die Analyse betrachtet man Folgenmdbeliebigen)Union / Find Aufrufen
nach eineninit auf einen-elementige Menge.

Eine triviale Abschéatzung igb(mlogn). Mit etwas mehr Muhe (s. Hauptstudium)
erhalt man:O(mlog* n). Hierbei bedeutelog™ n die Anzahl derlog Operationen, die
hintereinander angewendet werden missen, bis das Ergehlnist. Mit viel mehr Mihe
erhalt maniO (m - a(m, n)). Hierbei ista(m, n) die Inverse der Ackermannfunktion, und
definiert als:

a(m,n) == min{i: A (i, L%J) > logyn}

Man bemerke hierbei, dass die Ackermann-Funktion (s. Beigpiehuf Seite40) sehr
schnell wachst (und nicht primitiv rekursiv ist). Entsprechend langsam wéchst die Inverse
dieser Funktion
Fur Spezialfalle (Details s. Hauptstudiumsvorlesung Effiziente Algorithmen und Daten-
strukturen B]) geht es noch besser. Insbesondere kann man damit Kruskals Algorithmus
in

O(mlogn)+ O(m)

N———— N——

Sortieren  Schleife

implementieren. Fur praktische Anwendungen ist bereits der Falgarsehr kritisch.
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3.5 Graphenalgorithmen

3.5.1 Kirzeste Pfade

Problemstellung:

GegebenGraphG = (V, E), |V| = n, |E| = m, wobei eine Langenfunktioh: £ — Z;
s,teV

Gesucht:ein bezuglich kirzester Pfad vor nacht

Aus der Vorlesung Diskrete Strukturen | (WS 99/0@) fvissen wir: Kirzeste Pfade in
ungewichteten Graphen kann man mit Breitensuch@(im + n) bestimmen.

Algorithmus von Dijkstra

Dieser Algorithmus funktioniert nur fur Graphen nit> 0. Es ist nicht immer mdglich,

die Kantengewichte auf solche Werte zuriickzufihren (auch das Addieren einer grof3en
Zahl bei negativen Gewichten hilft dann nicht in jedem Fall weiter).

Verwende folgende Datenstrukturen:

- W := Werte der Knoter, zu denen ein kiirzester— x Pfad bekannt ist.
- plz]: Array, um die Lange des kiirzesten schon bekanstem Pfades zu speichern.

Der Algorithmus von Dijkstra stellt sich nun folgendermaf3en dar:

DIIKSTRA(G, ¢, s,t)
* Initialisierung *
h
falls v = s

w = {s
0

plv] = L(s,v) fallsv eT(s)
00 sonst

o s fallsv eT(s)

pred[u] = { nil  sonst

* Hauptschleife x

while ¢t ¢ W do
Waéhle zo € V' \ W so dass p[z] = min{p[v] | v € V \ W}.
W :=WuU{zo};
forall v € T'(zo) N (V \ W) so dass p[v] > plzo] + £(zo,v) dO

plv] := plxo] + £(zg,v); pred[v] := xo;
* Ausgabex

12.07.2000 return ¢, pred[t], predpred[t]],. .., s.
Vorlesung 20

Sei W die Menge der Knoten aus V, fir die die kiirzesten Pfade bekannt sind. In der
Schleife des Algorithmus von Dijktra werden folgende Operationen ausgefuhrt:

- Suche einen Knoteny € V' \ W mit mini-
\%
malem Abstand zu.

p - Flgexo zuW hinzu.

- Aktualisiere p[v], die Liste mit der L&dnge
des kirzesten bekannterv-Pfades fur je-
den Knotenv, predv], die Liste mit den
Vorgangerr'(v) vonwv in dems-v-Pfad.
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Beispiel 3.13

Im folgenden wollen wir uns die Arbeitsweise des Algorithmus an einem Beispiel verdeut-
lichen. Fur den linken der beiden Graphen soll der kurzeste Pfad waicht bestimmt
werden. Das Ergebnis ist links zu sehen.

Initialisierung: W = {s}

s a b ¢ d t
plv] 0 4 2 5 oo o
predv] nil s s s nil nil
1. lteration: xg =b, W = {s,b}
s a b ¢ dt
plv] 0 4 5 5 8
predv] nil s s b b b
2. lteration: zo =¢, W = {s,b,c}
s a b c d t
plv] 0 4 3 4
predv] nil s s b ¢ b

3. lteration: zo = a, W = {s,b,c,a}

s a b c dt
plv] 0 4 3 4 7
predv] nil s s b ¢ a

4. lteration: zo =d, W = {s,b,¢,a,d}

s a b c d t
plv] 0 4 2 3 4 6
predv] nil s s b ¢ d

5. lteration: xzy = t. Der kirzeste Pfad kann nun rickwarts (jeweils Uber die
Vorgéanger) abgelesen werdend, c, b, s mit Lange6.

Beweis: (Korrektheitsbeweis)
Wir zeigen: Vor und nach jeder Iteration gilt:

1L VeeV\W:
plx] = Lange eines kirzesten- « Pfades, der als innere Knoten nur Knoten Hus
enthalt.

2. YweW:
plw] = L&nge eines kirzesten— w Pfades.
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Zu Beginn: Hier trifft die oben angegebene Behauptung auf jeden Fall zu.

Schritt: Betrachte Schritth «— W U {zo}.
(2): plzo] =@1) Lange eines kirzesten— w Pfades mit Knoten aud’.

pred[zo]

Yy

Angenommen es gibt doch einen anderen, kiirzerenz, Pfad P’. Dann
muss dieser Pfad mindestens einen Knoten enthalten, der aul3erhdlts von
liegt. Seiy nun der erste Knoten adt’ auRerhalb voiV'.

Dann gilt nach Wahl vory: ply] > plzo].

= [(P') = ply]+Lange des Teilstiickg — zo > p[xo] (hier wird wesentlich
die Eigenschaft verwendet, dass fur alle KartenO ist).

Dies ist aber ein Widerspruch dazu, dass der Pfakiirzer ist alsP.

(1): Wir mussen nun auch Pfade berlicksichtigen, die den Kngtenthalten.

~ for all —Schleife.

Zo

O
Bemerkung: Der Beweis zeigt: Der Algorithmus von Dijkstra funktioniert nur, fdlls 0
ist.

Laufzeit: Hangtwesentlichvon der Wahl der Datenstrukturen ab:
Verwendet man ein Array, so gilt:

2 (O(n) (n)) (n%)
Schleife min  for all

Unter Verwendung von sogenantiriority QueuegVorrangwarteschlangen):
Implementierep| ] als Priority Queue, wobei der Schlussel eimes V' genau der Wert
plv] ist. Man erhalt:

Kosten pro Aufruf
Anzahl Aufrufe Bin.Heaps Fib. Heaps
Insert n O(logn) 0(1)
DeleteMin n O(logn) O(logn)
m
DecreaseKey bro Kante< 1 Aufruf O(logn) 0(1)
Insgesamt O ((n+m)-logn) | O(nlogn+ m)

Der Algorithmus von Floyd-Warshall

Ziel: Bestimme kurzeste Pfade zwischen je zwei Knoten.
Ansatz: Verwende dynamische Programmierung.

. 0 i © V={l..n}
' e{l, ... k} J

F*[i, 7] :== Lange eines kiirzesteén- j Pfades mit Zwischenknoten {1, ..., k}
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I({i,k}) {ijreE
Initialisierung: F9[i,j] =< 0 i=3
00 sonst
Rekursion: Hier ergibt sich folgender Algorithmus:
for k=1to ndo
Vi, j: F[i, ] = min{F*~i, j], F*= i, k) + FR Uk, 1)
Ausgabe: F"[i, j|

Beweis: Der Korrektheisbeweis sei dem Leser als Ubungsaufgabe tiberlassen. O
Laufzeit: Einsichtig ist:O (n?).

Bemerkung:

- Dieser Algorithmus funktioniert auch bei negativen Kantengewichten. Detail hierzu
siehe Tutoraufgaben, Ubungsblatt 9.

- Man beachte die Ahnlichkeit zum CYK-Algorithmus. Beide Algorithmen beruhen
auf Dynamischer Programmierung.

3.5.2 Minimale Spannbaume

Hier kennen wir bereits den Algorithmus von Kruskal, dessen Lauf2éit log n) ist
(m = |E|,n = |V|). Eine Alternative ist der Algorithmus von Prim.

Bei dem Algorithmus von Prim wird der MST folgendermal3en bestimmt: Um den Algo-
rithmus zu starten wéhlen wir einen Knoten aus dem Graphaus. Dieser Knoten bildet
nun das erste Element der Menidgée W ist dabei die Menge der Knoten as fur die der
MST schon bestimmt wurde.

Nunmehr vergréRern wifV derart, dass
wir immer die billigste Kante, die aud/
herausfuhrt auswahlen und ihren Endkno-
ten inW einfigen.

Wurden alle Knoten vorr in W eingefugt,

so bilden die Knoten aug” zusammen mit
den gewahlten Kanten den MST.

Der Algorithmus von Prim funktioniert damit fast genauso wie der Algorithmus von Dijk-
stra. Und dementsprechend &hnlich ist er diesem:

PRIM(G, ¢)
* Initialisierung *
Wahle einen Knoten s € V beliebig;

W= {s};
w = {sh
T = (V. 0);
0 falls v = s
plv] = l(s,v) fallsveT(s)
00 sonst
o s fallsv eI(s)
predlv] = { nil  sonst

* Hauptschleife x
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while W # V do
Waéhle zo € V' \ W so dass p[z] = min{p[v] | v € V\ W};
W =W U{zo}; T :=T + {xo, pred[zo]};
forall v € T'(zo) N (V \ W) mit plv] > £(zo,v) do
rholv] := £(z,v); pred[v] := xo;
* Ausgabex
return T'

Die Laufzeit des Algorithmus von Prim is®(nlogn 4+ m).

3.5.3 Transitive Hulle

Problemstellung:
GegebenGerichteter Grapth = (V, A)
Gesucht:Transitive Hulle vonD, d.h. GraphDy = (Vr, Ar), wobei

{z,y} € Ar <= Jgerichteter — y Pfad inD
Bemerkung: Fur ungerichteteGraphen ist dies einfach: wir bestimmen mit BFS (oder

DFS) die Zusammenhangskomponenten und fligen eine Kante zwischen je zwei Knoten in
der gleichen Zusammenhangskomponente ein.

2 5

Die Laufzeit betragtO(n + m) +O (|Er|)
——

BFS
Fir gerichtete Graphen ist dieses Problem viel schwieriger, vgl. Vorlesung Effiziente Al-
gorithmen und Datenstrukturerg]|

2 5
1 3 4 7 6




Kapitel 4

Komplexitatstheorie

I . ... 14.07.2000
Motivation: Bilder aus dem Buch von Garey & Johnsddpmputer and Intractability\oriesung 21

(1979), s. auch].

4.1 Definitionen

Definition 4.1 SeiX = {0, 1} und M eine deterministische Turingmaschine. Wir setzen:
- TIME, (z) := # Schritte, dieM bei Eingaber durchfuhrt

- DTIME(f(x)) := Menge aller Sprachen, fiir die es eine deterministische Mehrband—
Turingmaschinél/ gibt mit TIME ;(z) < f(|z|) Vz € X*.

P= |J DTIME(p(n))
p Polynom

Man sagt auch:P enthélt die polynomiell I6sbaren Probleme bZwentspricht dereffizi-
ent ldsbarerProblemen.

Beispiel 4.1

2-COLORING

GegebenGraphG = (V, E)

Frage: Gilt x(G) < 2?

Es gilt: 2-COLORING € P. Denn: x(G) < 2 <= G bipartit.

Definition 4.2 Fur nichtdeterministische Turingmaschinen definieren wir:

Minimale # Schritte, dié\/ fir eine
- TIMEy(z) = ¢ akzeptierende Berechnung benétigt € L(M)
0 x ¢ L(M)

- NTIME(f(x)) :=Menge aller Sprachen, fur die es eine nichtdeterministische (Mehr-
band-) Turingmasching/ gibt mit TIME y; () < f(|z]) Va € ¥*.

Np= ] NTIME(p(n))
p Polynom

Beachte: Bei N'P-Problemen wird nur gefordert, dass es eine akzeptierende Berechnung
gibt, die nur polynomiell lange dauert. Es wird aber nichts dariber geségtman diese
finden kann.

Eine alternative Formulierung der Definition vafp ware:

85
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Definition 4.3

LeNp <= jedemz € ¥* kann man eine Menge vadsungensol(z) C X*
zuordnen, so dass gilt:
l.ze L& sol(x)#0
2. 3 deterministisch@uringmaschine, die bei Eingalie, y) in
polynomiell (in|x|) vielen Schritten entscheidet, gke sol(z).

Beispiel 4.2

k-COLORING

GegebenGraphG = (V, E)

Frage: Gilt x(G) < k?

Das Problem ist io\P. Setze bespielsweise:

sol(G) ={c:V —={1,...k} | c(u) # c(v) Y{u,v} € E}

Beispiel 4.3

COLORING

GegebenGraphG = (V, E), ke N
Frage: Gilt x(G) < k?

Auch dieses Problem gehort Alp.

Beispiel 4.4

SAT

GegebenBoolsche FormeF' in konjunktiver Normalfom (KNF, CNF)
Frage: Gibt es eine erfullende Belegung fhr

Eine Beispiel-Formel wérer{, zo, z3 sind Literale):

F=(x1VZaVx3)AN(x2 VT3) A (21 V T3)
[ —
Klausel

Eine erflillende Belegung wéare; = WAHR, 22 = WAHR, 23 = FALSCH ist erfillende
Belegung.

Eine der wichtigsten offenen Fragen der Informatik ist: @it N'p?
Klarist: P C AP.
Vermutung: Nein!

NP-vollstandig

NP

4.2 Np-Vollstandigkeit

Definition 4.4 SeienA C ¥* und B C I'* Sprachen. Dann heisst auf B polynomiell re-
duzierbar (Schreibweisd <, B), falls es eine totale, polynomiell berechenbare Funktion
f X — I'* gibt mit

x€ A< f(zx) e B VreX*
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Bemerkung:
1. Relation<,, ist transitiv, d.h.

A<, BAB<,C=A<,C

2. @ A<, BABeP=A€P
(b) A<, BABeNp= Ac NP

Definition 4.5
- Eine Sprachel heisst\/p-schwer, falls fir alle Spracheh € NP gilt: L <, A.
- Eine Sprachet heisst\/P-vollstéandig, fallsA € AP und A N'P-schwer ist.
Intuitiv:
- Die MP-vollsténdigen Probleme sirfddie schwersteh Probleme in\/p.

- Ein AP-schweres Problem ist uridnindestens so schwietigvie jedesProblem in
NP. Beachte, das&P-schwere Probleme nicht unbedirgiVP sein mussen.

Bemerkung: AP-schwere (englAP-hard) Probleme werden im Deutschen zu weilen
auch als\p-hart bezeichnet.

Der Begriff NP-Vollstandigkeit wurde 1971 von Cook eingefiihrt. Er bewies folgenden
Satz, der unabhéangig davon auch 1973 von Levin gezeigt wurde:

Satz 4.1 SAT ist AP-vollstandig.
19.07.2000
Beweis: Zu zeigen ist: Vorlesung 22
1. SAT € Nr. Dies wurde bereist oben gezeigt.

2. VL e Npgilt: L <, SAT

Sei L € NP beliebig. Wir zeigenL <, SAT, d.h. wir miissen zeigen: es gibt eine
polynomiell berechenbare Funktigh: >* — >* mit

x € L < f(x) € SAT

Anders ausgedriickt: wir missen uns eine Konstruktion ausdenken, diecals
eine Boolesche Formél, erzeugt, so dass gilt:

r € L < F, erfullbar

Idee: Nach Annahme isf. € AM’p. Also gibt es eine nichtdeterministische Turing-
maschineV/ fur L und ein Polynomp mit

TIME js(2) < p(Jz|) Vz € &*

Ziel: Konstruiere aud/ flr jedesn € N eine Formel mit Variablenzy, ..., z,, z1,. .., Z4n),
wobeig() ein Polynom ist, so dass:

M akzeptiertr = z122 ..., <= JBelegung furz,..., 24, SO dass
Ty s Ty, 21, - - -5 Zg(n) ErfUllende Be-
legung fUrF" ist.

Wie macht man das? Wir mussen folgende Variablen einfihren:
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- P")t = s-te Zelle des Bandes enthalt zum Zeitputikias Symbot.

- Q{ = Turingmaschine befindet sich zum Zeitpunln j-ten Zustand.
- S, = Schreib- / Lesekopf der Turingmaschine ist zum Zeitpuredi Position
S.

wobei

-iel=1{0,1,0,

- 1<t <t*=p(n)mitn = |z,

-1 <s <t

- 0<j<kund

- Z=A{20,21, -1 Zey Zetly - 2k}
T

Klar: # Variablen ist ploynomiell ifz|. Wir missen sicherstellen, dass die Variablen
auch die intendierte Eigenschaft haben. Dazu benétigen wir noch Klauseln:

FormelF = AANABANCADANEAF

Teilformel A: stellt sicher, dass zu jedem Zeitpunkt der Schreib—/ Lesekopf
an genau einer Stelle ist.

A=A N N A

Ay =(S17 V.V S ) A ) (Say = =S5.4)
a#fB
Teilformel B: stellt sicher, dass zu jedem Zeitpunkt jede Zelle genau ein
Symbol enthélt. Die Details sind analog Au

Teilformel C: zu jedem Zeitpunkt ist Turingmaschine in genau einem Zu-
stand. Die Details sind wiederum analog4u

Teilformel D: stellt sicher, dass die Turingmaschine zum Zeitpunkt 1
im Zustandz, ist mit Schreib— / Lesekopf an Positidnund Eingabe
x1,...,T, an Paositionl, ..., n des Bandes.

D=PIi A AP APRL A AP AQYA S

Teilformel E: spatestens zum Zeitpunkt ist die Turingmaschine in einem
akzeptierenden Zustand.

E=(QiVvQiVv..vRV(Q3V...vQ5)V..V(Qf V... VQL)

Teilformel F: modelliert Ubergange der Turingmaschine (aljo
V( z; , o )betrachte Menge der Tupgl;;,0i,, m;, )d(z;,0), Wo-
~— ~~
€z ¢€r {-1,0,1}
beil < j < d(zj,0)|.
Teilformel F' enthalt fur jedes solche Tupéd;, o):

Vicorrr [(QEAS0APL) = ((QF A Sermyunt AP V-
..V (sztlkl A\ Sermir,tJrl A PLZZFI))}

O
Als nachstes sollen einige Beispiele fiir-vollstandige Probleme angefiihrt werden:
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Beispiel 4.5

3 SAT

GegebenBoolesche Formel in KNF, wobei jede Klausel hdchstens drei Literale enthalt.
Frage: Gibt es eine erfullende Wahrheitsbelegung?

Satz 4.2 3 SAT ist Np-vollstéandig.

Bemerkung: Es gilt: 2 SAT € P. Die Angabe eine polynomiellen Algorithmus fAISAT
sei dem Leser hierbei als Ubungsaufgabe iiberlassen.

Beweis:
1. Klar ist: 3 SAT € A/p.

2. Zu zeigen bleibtyYL € N'p: L <, 3 SAT
Wir wissen: <, ist transitiv undSAT ist AP vollstandig.
D.h. es geniigt zu zeigeBAT <, 3 SAT.

Sei F' eine beliebigeSAT Formel: Wir transformieren jede Klausel vdnin eine3
SAT Formel wie folgt:

Eine Klausel
(x1V...Vaxg)

wird umgeformt zu

(x1VzI)AN(ZTIV a2 V) A(ZaVasVz3) A A (Zg—2VTr—1V2p—1) A (Ze—1 V k)

Dann gilt:

Alle x; haben den Wert falscH — Es gibt keine Belegung fi;, so dass alle
neuen Klauseln erflillt sind.

Ist aber mindestens eiry wahr, dann gibt es eine erfillende Belegung furis.

O

o 21.07.2000
Beispiel 4.6 Vorlesung 23

3 COL
GegebenGraphG = (V, E)
Frage: Gilt x(G) < 3?

Satz 4.3 3 COL ist Ap-vollstandig.
Beweis:
1. Offensichtlich ist3 COL € A/P.

2. Wir zeigen: 3 SAT <, 3 COL. Zu einer gegebenen Boole’schen Fornieimit
Variablenz, ..., z, konstruieren wir einen Graphe# wie folgt: Wir erzeugen
zunéchsn Knoten mit den Variabletix1, %1, x1, %1, . . . n, Tp), Wobei jeweilsz;
undZ; durch eine Kante verbunden sind. Weiterhin enthalt der Graph die Klauseln
C1 bis C,,, die wie in der nachfolgenden Skizze konstruiert werden. Die Klauseln
sind mit den in ihnen enthaltenen Variablen durch Kanten verbunden.
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ci=x1VreVIs

co=x1 Va3V

Um sicherzustellen das alle Variablen mit nur zwei Farlfeh)(gefarbt werden kon-

nen verbinden wir sie jeweils mit einem zusatzlichen Knoten, der die Fabeng

hélt. Haben alle Variablen mit denen eine Klausel durch Kanten verbunden sind die
Farbung, ist also die Klausel nicht erfillt, so hat auch der “Ausgang” die Ftbe
Hat hingegen mindestens eine der Variablen die Farl& also die Klausel erfillt,

so kann man die Klausel so farben, das der‘Ausgang” die FaHz.

Um sicherzustellen das der Graph nur Klauseln enthalt deren “Ausgang” de2 Wert
hat, erweitern wir den Graphen wie folgt:
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Aus der Konstruktion folgt:

F erflllbar < GraphG ist mit 3 Farben farbbar

Beispiel 4.7

3-partites Matching

Gegeben:Gegeben drei paarweise disjunkte MengénY und Z und eine Menges' C

X xY x Z.

Frage: Gibt es einperfektes Matchingalso eine Teilmengé/ C S, so dass jedes Element
v € X UY U Zin genau einem Elemembn M enthalten ist?

Satz 4.4 MaxMatching in Graphen kann man in polynomieller Zeit konstruieren, s. auch
Vorlesung Effiziente Algorithmen und Datenstrukturéh, [

T

0

NS A

o]

_J
A B
Satz 4.5 3-partites Matching ist AP-vollstandig.
Beweis:

1. Offensichtlich ist3-partites Matching € A/P.

2. Wir zeigen wiedeB SAT <, 3-partites Matching.

X = {270 ]|1<i<n1<j<m}

Y = {y|1<i<n1<j<m}ui{d |1<j<m}
U{ek |1 <k < (n—1)m}

Z = {Z|1<i<n1<j<m}u{t|1<j<m}
U{di | 1<k < (n—1)m)

S1o= {(zzvyivzi)v(jzvyz—i_lvzzj) [1<i<nl<j<m-1}
U@y 2, @yt 2my) | 1< < n) (wobeiy"+ = 1)

Sy == {(V,d?,b’) | 1< j<m, \LiteralvonC;}

Sz = {(z,cp,di) |z e X, 1<k<(n—1)m}

S = S5,USUS;

Sei alsaoF' eine Boolesche Formel mit Variablen, . . ., x,, und Klauselrey, . . ., ¢,

Ziel: KonstruiereX, Y, Z und.S, so dass gilt

F erfullbar < 3 perfektes Matching
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Fir Variablenz;:

Beispiel 4.8

Subset Sum

GegebenNatirliche Zahleny, . .., a, und K.

Frage: Gibtesein/ C {1,...,n},sodas$_, ., a; = K?

Satz 4.6 Subset Sum ist Ap-vollstandig.

Korollar 4.1 Knapsack ist AP-vollstandig.

Aber: 3 0(n? - pq.) Algorithmus fiirkKnapsack. Dies istkeinWiderspruch, da die Ein-
gabe des Algorithmuleg der Profite ist, damit ist,,, ... exponentiell von der EingabegréiRe
abhéngig.

Beispiel 4.9

Clique

GegebenGraphG = (V, E), Zahl K € N.

Frage: EnthaltG einen vollstandigen Subgraphen der Grége
k-Clique

GegebenGraphG = (V, E).

Frage: EnthaltG einen vollstandigen Subgraphen der Gréfde

Satz 4.7 Clique ist Mp-vollstandig.

Satz 4.8 k-Clique € P Vk € N.

Beweis: ldee: Wir probieren alle mdglichen Subgraphen der Gréf@@urch und testen
jeweils, ob sie vollstandig sind. Hierbei gibt é}g) mdogliche Subgraphen (wobeidie
Anzahl der Knoten vor ist). Ebenso gilt:(}) € O(n*). Da dask nun fest ist (und
nicht zur Eingabegrof3e gehdrt), haben wir einen polynomiellen Algorithmus&lique
gefunden. O

Bemerkung: Fr grossek, z.B. k = 10%0, ist der Algorithmus zwar immer noch polyno-
miell in der Eingabe (also im), praktisch aber ware ein Algorithmus mit einer Laufzeit
von O (n(10'0)) wohl kaum zu verwenden.
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