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Modulo T|.|T|

Definition (Modulo-Kongruenz)

Zwei Zahlen a, b € Z heillen kongruent Modulo n € N, falls
dkeZ a=k-n+b
Wir schreiben dann a = b (mod n) oder a = b.

Durch =, wird eine Aquivalenzrelation definiert.

Definition (Modulo-Operator)

Der Modulo-Operator ordnet jeder Zahl a € Z seine Aquivalenzklasse
(Restklasse) Modulo n € IN zu. Es gilt

a modn=r gdw. dgeZ.a=q-n+r mit 0<r<n

Modulo gibt den Rest bei einer Ganzzahldivision zuruck.

Beispiel

5 mod3=2 6 mod3=0 -5 mod3=1
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Algebren T|.|T|

Definition (Algebra)

Eine Algebra (M, (o;);.,) besteht aus einer Menge von Operanden und
einer oder mehrerer innerer VerknUpfungen.
Eine innere Verkntpfung auf M ist eine Abbildung

o:MxM—M

Eine Verknupfung heilt
assoziativ wenn (aob)oc=ao (boc)
kommutativ wennaob=boa
fur alle a,b,c € M.

Beispiel

Einige Beispiele fur Algebren sind (mit Gblichen Verknupfungen)
m (Z,+,-) die ganzen Zahlen
m (Z11,+11) die Restklassen Modulo 11
] (1R3, +, ) der 3-Dimensionale R-Vektorraum
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Gruppen T|.|T|

Definition (Gruppe)

Eine Algebra (G, o, e) heilst Gruppe, wenn fir alle a, b, c € G gilt
Assoziativitéat (aob)oc=ao(boc)
Neutrales Element Fir e giltace=eca=a
Inverse Elemente Es gibta—1 mitacal=aloa=e

Wir schreiben auch kurz G.
Wir nennen G abelsch (oder kommutativ), wenn o kommutativ ist.

Beispiel

Die Menge [4] zusammen mit der Multiplikation modulo 5 beschreibt
die Gruppe ([4],5,1) = Z%.

Erflllt ,Sudokuprinzip”
Multiplikation ist assoziativ
1 ist neutrales Element
Inverse existieren
Kommutativ da symmetrisch
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Untergruppen TI.IT'

Definition (Untergruppe)

Sei G eine Gruppe und H C G eine Teilmenge.
H heiBt Untergruppe von G, wenn flur a,b € H qgilt

Abgeschlossenheit aob e H
Inverse a1 e H
Wir schreiben H < G.
m Um zu zeigen dass H < G gqilt, reicht es zu zeigen dass
abeH—ableH

m Jede Gruppe enthalt {e} und sich selbst als Untergruppe

Beispiel

Betrachte G = (Z;9, +10,0) die Restklassen Modulo 10.

Dann ist H = ({0,2,4,6,8}, +10,0) eine Untergruppe von G, da die
Summe zweier gerader Zahlen gerade ist und flr a € H gilt, dass
al=10—-acH.
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Ordnung und Erzeugnis TI_ITI

Sei (G, o, e) eine Gruppe.
Definition (Ordnung)

Die Ordnung eines Elements a € G ist die kleinste Potenz k, sodass
k
ak =e.

ord(a) := min {k e N\ {0} | ak = e}

Existiert kein solches k, so ist ord(a) := co.

Definition (Erzeugnis)

Das Erzeugnis (a) von a in G ist die Menge aller Elemente, die durch
Potenzierung von a und a~! erhalten werden kénnen.

(@) = {ak |k € Z}
Es gilt (a) < G.
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Zyklische Gruppen T|_|T|

Definition (Zyklische Gruppe)

Man nennt eine Gruppe G zyklisch, wenn ein Element a € G existiert,
sodass a die gesamte Gruppe erzeugt.

(a) =G

Man nennt a einen Generator (oder Erzeuger).

m Alle Untergruppen einer zyklischen Gruppe sind zyklisch
m Zyklische Gruppen sind isomorph zu einer Z; oder Z

Beispiel

Die ganzen Zahlen Z und alle Gruppen der Form (Z;, +;, 0) sind
zyklisch mit dem Generator 1.
Betrachte (Z7, +7,0). Es ist

= Z;=1{0,1,2,3,4,5,6}
= (2)={2,4,6,1,3,50} = (1) = Z,



Homomorphismen

Seien (G, o,e) und (G', e, €’) Gruppen.

Definition (Homomorphismus)
Eine Abbildung ¢ : G — G’ heiit Homomorphismus, wenn gilt

p(aob) = ¢(a)ep(b)

Ist ¢ bijektiv, so nennt man sie einen Isomorphismus.

® Homomorphismen sind strukturerhaltend
m Sie betten eine Gruppe in eine andere ein

Satz
Ist ¢ : G — G’ ein Homomorphismus, so gilt
m ¢g(e)=¢

m Fir alle a € G gilt p(a)~! = p(a 1)
m /st H < G, dann auch ¢(H) < G’
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Nebenklassen TI_ITI

Sei (G, o, e) eine Gruppe und H < G.

Definition (Nebenklasse)

Zu einem Element a € G nennen wir

aH = {ax | x € H}
Ha = {xa | x € H}

die linke/rechte Nebenklasse von a bezlglich H.
Die Anzahl der Nebenklassen zu H nennt man ihren Index ind(G : H).

m Die Nebenklassen zu H sind eine Partition von G

Satz (Satz von Lagrange)
Ist G eine endliche Gruppe, so gilt

ord(G) = ord(H) -ind(G : H)
Daraus folgt direkt ord(a) | ord(G) fur alle a € G.
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Eulersche ¢-Funktion TI_ITI

Definition (Eulersche ¢-Funktion)

Die Funktion ¢ : IN \ {0} — IN heiBt Eulersche ¢-Funktion. Sie ist
definiert durch die Anzahl der zu n teilerfremden Zahlen.

¢(n) = |{x| x € [n], 9gT(x,n) = 1}|

Es gilt far
ggT(m,n) =1 ¢(m-n) = e(m)-¢(n)
pprim ¢(p)=p—1
p prim, k>0 ¢(p*) =p<~1(p-1)

Satz (Euler-Fermat)

Firm e N mitm > 2 und k € Z mit ggT(k,m) =1 gilt
k?(M =1 (mod m)

ist p prim, so gilt im speziellen

kP~ =1 (mod p)
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Erweiterter Euklidscher Algorithmus T|_|T|

Erweiterter Euklidscher Algorithmus

Der erweiterte Euklische Algorithmus berechnet fir zwei Zahlen
a,b € N ganze Zahlen x,y € Z, sodass gilt

a-x+b-y=g9gT(x,y)

Beispiel

Seien a =99, b = 78 mit ggT(99,78) = 3.

99=1.78+21
78 =3-21+15
21=1.15+ 6
15=2. 6+ 3
6=2- 3+ 0

—

—
—
—

21=1.99-1.78
15=1-78-3-21=—- 3-99+ 4.78
6=1.21-1-15=
3=1-15-2- 6=-11-99+14.78

1113

21=99-1.78

15=78-3.21
6=21-1-15
3=15-2-6

4.99- 5.78
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Erweiterter Euklidscher Algorithmus TI_ITI

Satz

Die vorhergehende Rechnung kann kompakter in einer Tabelle
dargestellt werden. Setze dazu

Ak = k-1 ~ Tk Sk = Sk—2 —Sk-1"9k-1
Mk ="rg—o modrg_; te =tk 2 — ko1 Qe

Und initialisiere die Tabelle folgendermalen:

Klak rne sk
0 - 99 1 0]
1 78 0 1
nj| - o - -

Dann qilt fiir jedes k: a-sg +b -ty = r, und

a-sp_1+b-th_1 =9gT(a,b)



Erweiterter Euklidscher Algorithmus T|_|T|

Seien a =99, b = 78 mit ggT(99,78) = 3.

kKilae ne s &
99 1 0
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(o]
o
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Esist3=-11-99+14.78.
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