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4.3 Vorrangwarteschlangen (priority queues)

Definition 203

Eine Vorrangwarteschlange (priority queue) ist eine Datenstruktur,
die die folgenden Operationen effizient unterstiitzt:

@ /nsert
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@ Insert
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Definition 203
Eine Vorrangwarteschlange (priority queue) ist eine Datenstruktur,
die die folgenden Operationen effizient unterstiitzt:

@ Insert

@ ExtractMin Extrahieren und Loschen des Elements mit dem
kleinsten Schliissel

© DecreaseKey Verkleinern eines Schliissels
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4.3 Vorrangwarteschlangen (priority queues)

Definition 203
Eine Vorrangwarteschlange (priority queue) ist eine Datenstruktur,
die die folgenden Operationen effizient unterstiitzt:

@ Insert

@ ExtractMin Extrahieren und Loschen des Elements mit dem
kleinsten Schliissel

© DecreaseKey Verkleinern eines Schliissels

@ Union Vereinigung zweier Priority Queues
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Wir besprechen die Implementierung einer Vorrangwarteschlange
als Binomial Heap. Diese Implementierung ist (relativ) einfach,
aber asymptotisch bei weitem nicht so gut wie modernere
Datenstrukturen fiir Priority Queues, z.B. Fibonacci Heaps (die in
der weiterfithrenden Vorlesung EA1 besprochen werden).
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Wir besprechen die Implementierung einer Vorrangwarteschlange
als Binomial Heap. Diese Implementierung ist (relativ) einfach,
aber asymptotisch bei weitem nicht so gut wie modernere
Datenstrukturen fiir Priority Queues, z.B. Fibonacci Heaps (die in
der weiterfithrenden Vorlesung EA1 besprochen werden).

Hier ist ein kurzer Vergleich der Zeitkomplexitaten:

BinHeap FibHeap
Insert O(logn) 0(1)
ExtractMin | O(logn) O(logn)

DecreaseKey | O(logn) 0(1)
Union O(logn) 0(1)
worst case | amortisiert
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Definition 204

@ Der Binomialbaum By besteht aus genau einem Knoten.
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Definition 204

@ Der Binomialbaum By besteht aus genau einem Knoten.

@ Den Binomialbaum By, k > 1, erhdlt man, indem man die
Wourzel eines By_1 zu einem zusatzlichen Kind der Wurzel
eines zweiten Bj_1 macht.
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Waurzel eines Bj._1 zu einem zusatzlichen Kind der Wurzel
eines zweiten Bj_1 macht.

By By

O

Info IV
m Ernst W. Mayr



Definition 204

@ Der Binomialbaum By besteht aus genau einem Knoten.
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Definition 204

@ Der Binomialbaum By besteht aus genau einem Knoten.

@ Den Binomialbaum By, k > 1, erhdlt man, indem man die
Waurzel eines Bj._1 zu einem zusatzlichen Kind der Wurzel
eines zweiten Bj_1 macht.

By By By B3

O
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Rekursiver Aufbau des Binomialbaums By

By, By,

Bk:—l Bk—l Bk_Q BZ Bl BO
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Satz 205
Fiir den Binomialbaum By, k > 0, gilt:

Q@ er hat Héhe k und enthilt 25 Knoten;
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Satz 205
Fiir den Binomialbaum By, k > 0, gilt:

© er hat Héhe k und enthilt 25 Knoten;

@ er enthilt genau (¥) Knoten der Tiefe i, fiir alle
i€{0,...,k};
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Satz 205
Fiir den Binomialbaum By, k > 0, gilt:

@ er hat Hohe k und enthalt 2¢ Knoten;
@ er enthilt genau (¥) Knoten der Tiefe i, fiir alle

i€{0,...,k};
@ seine Wurzel hat k Kinder, alle anderen Knoten haben < k
Kinder.

Info IV
m Ernst W. Mayr



Satz 205
Fiir den Binomialbaum By, k > 0, gilt:

@ er hat Hohe k und enthalt 2¢ Knoten;
@ er enthilt genau (¥) Knoten der Tiefe i, fiir alle

i€{0,...,k};
@ seine Wurzel hat k Kinder, alle anderen Knoten haben < k
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Satz 205
Fiir den Binomialbaum By, k > 0, gilt:

@ er hat Héhe k und enthilt 28 Knoten;
@ er enthilt genau (%) Knoten der Tiefe i, fiir alle

i€ {0,...,k};
© seine Wurzel hat k Kinder, alle anderen Knoten haben < k
Kinder.
Beweis:

Der Beweis ergibt sich sofort aus dem rekursiven Aufbau des By,
und der Rekursionsformel

(=700

fiir Binomialkoeffizienten.
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Definition 206

Ein Binomial Heap ist eine Menge H von Binomialbdumen, wobei
jedem Knoten v ein Schliissel key(v) zugeordnet ist, so dass
folgende Eigenschaften gelten:

@ jeder Binomialbaum € 'H erfiillt die Heap-Bedingung und ist
ein min-Heap:

(V Knoten v, w)[v Vater von w = key(v) < key(w)]
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Definition 206

Ein Binomial Heap ist eine Menge H von Binomialbdumen, wobei
jedem Knoten v ein Schliissel key(v) zugeordnet ist, so dass
folgende Eigenschaften gelten:

@ jeder Binomialbaum € H erfiillt die Heap-Bedingung und ist
ein min-Heap:

(V Knoten v, w)[v Vater von w = key(v) < key(w)]

@ H enthilt fiir jedes k € Ny hochstens einen By
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Fiir jeden Binomial Heap H gilt also

@ Enthilt H n Schlussel, n € N, so besteht H hochstens aus
max{1, [ldn]} Binomialbdumen.
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Fiir jeden Binomial Heap H gilt also

@ Enthilt H n Schlussel, n € N, so besteht H hochstens aus
max{1, [ldn|} Binomialbdumen.

@ In jedem von H's Binomialbdumen ist ein kleinster Schliissel
an der Wurzel gespeichert; verlinkt man daher die Wurzeln
aller Binomialbdume von H in einer zirkuldren Liste, kann ein
minimaler Schliissel in H durch einfaches Durchlaufen dieser
Liste gefunden werden.
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Fiir jeden Binomial Heap H gilt also

@ Enthilt H n Schlissel, n € N, so besteht H hochstens aus
max{1, [ldn]} Binomialbdumen.

@ In jedem von H's Binomialbdumen ist ein kleinster Schliissel
an der Wurzel gespeichert; verlinkt man daher die Wurzeln
aller Binomialbdume von H in einer zirkuldren Liste, kann ein
minimaler Schliissel in H durch einfaches Durchlaufen dieser
Liste gefunden werden.

Korollar 207
In einem Binomial Heap mit n Schliisseln benétigt FindMin Zeit
O(logn).
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Wir betrachten nun die Realisierung der Union-Operation. Hierbei
wird vorausgesetzt, dass die Objektmengen, zu denen die Schliissel
in den beiden zu verschmelzenden Binomial Heaps H; und Hy
gehoren, disjunkt sind. Es ist jedoch durchaus moglich, dass der
gleiche Schliissel fiir mehrere Objekte vorkommt.
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Wir betrachten nun die Realisierung der Union-Operation. Hierbei
wird vorausgesetzt, dass die Objektmengen, zu denen die Schliissel
in den beiden zu verschmelzenden Binomial Heaps H; und Hy
gehoren, disjunkt sind. Es ist jedoch durchaus moglich, dass der
gleiche Schliissel fiir mehrere Objekte vorkommt.

1. Fall H; und Hs enthalten jeweils nur einen Binomialbaum By
(mit dem gleichen Index k):
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Wir betrachten nun die Realisierung der Union-Operation. Hierbei
wird vorausgesetzt, dass die Objektmengen, zu denen die Schliissel
in den beiden zu verschmelzenden Binomial Heaps H; und Hy
gehoren, disjunkt sind. Es ist jedoch durchaus moglich, dass der
gleiche Schliissel fiir mehrere Objekte vorkommt.

1. Fall H; und Hs enthalten jeweils nur einen Binomialbaum By
(mit dem gleichen Index k):

In diesem Fall fiigen wir den By, dessen Wurzel den groBeren
Schliissel hat, als neuen Unterbaum der Wurzel des anderen By,
ein, gemaB der rekursiven Struktur der Binomialbdume. Es
entsteht ein By 1, fiir den per Konstruktion weiterhin die
Heap-Bedingung erfiillt ist.
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2. Fall Sonst. Sei Hy = {B}; i € I C Ny} und sei
Ho = {B?; i€ I, C No}.
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2. Fall Sonst. Sei H; = {B}; i € I C Np} und sei

7 ?

Ho = {B?; i€ I, C No}.

Wir durchlaufen dann alle Indizes k € [0, max{]; U I5}] in
aufsteigender Reihenfolge und fiihren folgende Schritte durch:

Q falls kein Binomialbaum mit Index k& vorhanden ist: noop
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2. Fall Sonst. Sei Hy = {B}; i € I C Ny} und sei
Ho = {B?; i€ I, C No}.

Wir durchlaufen dann alle Indizes k € [0, max{]; U I5}] in
aufsteigender Reihenfolge und fiihren folgende Schritte durch:

Q falls kein Binomialbaum mit Index k£ vorhanden ist: noop

@ falls genau ein Binomialbaum mit Index &k vorhanden ist, wird
dieser in den verschmolzenen Binomial Heap iibernommen
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2. Fall Sonst. Sei Hy = {B}; i € I C Ny} und sei
HQZ{B,?; 1€ Iy CNO}.

Wir durchlaufen dann alle Indizes k € [0, max{]; U I5}] in
aufsteigender Reihenfolge und fiihren folgende Schritte durch:
Q falls kein Binomialbaum mit Index k£ vorhanden ist: noop
@ falls genau ein Binomialbaum mit Index k vorhanden ist, wird
dieser in den verschmolzenen Binomial Heap iibernommen

© falls genau zwei Binomialbaume mit Index k& vorhanden sind,
werden diese gem3B dem 1. Fall verschmolzen; der
entstehende By wird im nachsten Schleifendurchlauf wieder
betrachtet. Dadurch kann auch der folgende Fall eintreten!
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2. Fall Sonst. Sei Hy = {B}; i € I C Ng} und sei

77

HQZ{B,?; iGIQCNQ}.

Wir durchlaufen dann alle Indizes k € [0, max{]; U I5}] in
aufsteigender Reihenfolge und fiihren folgende Schritte durch:

Q falls kein Binomialbaum mit Index k£ vorhanden ist: noop

@ falls genau ein Binomialbaum mit Index k vorhanden ist, wird
dieser in den verschmolzenen Binomial Heap iibernommen

© falls genau zwei Binomialbaume mit Index k vorhanden sind,
werden diese gemaB dem 1. Fall verschmolzen; der
entstehende By wird im nichsten Schleifendurchlauf wieder
betrachtet. Dadurch kann auch der folgende Fall eintreten!

Q falls genau drei Binomialbdume mit Index k vorhanden sind,
wird einer davon in den verschmolzenen Binomial Heap
tibernommen; die beiden anderen werden gemaB dem 1. Fall
verschmolzen; der entstehende By wird im nachsten
Schleifendurchlauf wieder betrachtet.
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2. Fall Sonst. Sei Hy = {B}; i € I C Ny} und sei
HQI{BZZ; iEIQCNU}.

Wir durchlaufen dann alle Indizes k € [0, max{]; U I5}] in
aufsteigender Reihenfolge und fiihren folgende Schritte durch:

Q falls kein Binomialbaum mit Index k£ vorhanden ist: noop

@ falls genau ein Binomialbaum mit Index k vorhanden ist, wird
dieser in den verschmolzenen Binomial Heap iibernommen

© falls genau zwei Binomialbaume mit Index k vorhanden sind,
werden diese gemaB dem 1. Fall verschmolzen; der
entstehende By wird im nichsten Schleifendurchlauf wieder
betrachtet. Dadurch kann auch der folgende Fall eintreten!

Q falls genau drei Binomialbdume mit Index k vorhanden sind,
wird einer davon in den verschmolzenen Binomial Heap
tibernommen; die beiden anderen werden gemaB dem 1. Fall
verschmolzen; der entstehende Bj1 wird im nachsten
Schleifendurchlauf wieder betrachtet.
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Man beachte, dass nie mehr als 3 Binomialbdume mit gleichem
Index auftreten konnen!
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Man beachte, dass nie mehr als 3 Binomialbdume mit gleichem
Index auftreten kénnen!

Bemerkung:

Es besteht eine einfache Analogie zur Addition zweier Bindrzahlen,
wobei das Verschmelzen zweier gleich groBer Binomialbdume dem
Auftreten eines Ubertrags entspricht!
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Man beachte, dass nie mehr als 3 Binomialbdume mit gleichem
Index auftreten kénnen!

Bemerkung:

Es besteht eine einfache Analogie zur Addition zweier Bindrzahlen,
wobei das Verschmelzen zweier gleich groBer Binomialbdume dem
Auftreten eines Ubertrags entspricht!

Lemma 208
Die Union-Operation zweier Binomial Heaps mit zusammen n
Schliisseln kann in Zeit O(logn) durchgefiihrt werden.
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Die Operation Insert(H, k):

@ erzeuge einen neuen Binomial Heap H' = { By} mit k als
einzigem Schliissel
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Die Operation Insert(H, k):

@ erzeuge einen neuen Binomial Heap H' = {By} mit k als
einzigem Schliissel

@ H := Union(H, H)
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Die Operation Insert(H, k):

@ erzeuge einen neuen Binomial Heap H' = {By} mit k als
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Die Operation Insert(H, k):

@ erzeuge einen neuen Binomial Heap H' = {By} mit k als
einzigem Schliissel
@ H := Union(H,H’)
Falls H n Schliissel enthilt, betragt die Laufzeit der
Insert-Operation offensichtlich O(logn).
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Die Operation ExtractMin(H):

@ durchlaufe die Liste der Wurzeln der Binomialbdume in H und
finde den/einen Baum mit minimaler Wurzel

Info IV
m Ernst W. Mayr




Die Operation ExtractMin(H):

@ durchlaufe die Liste der Wurzeln der Binomialbdume in H und
finde den/einen Baum mit minimaler Wurzel

@ gib den Schliissel dieser Wurzel zuriick
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Die Operation ExtractMin(H):
@ durchlaufe die Liste der Wurzeln der Binomialbdume in H und
finde den/einen Baum mit minimaler Wurzel
@ gib den Schliissel dieser Wurzel zuriick

© erzeuge einen neuen Binomial Heap H’ aus den Unterbdumen
dieser Wurzel
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Die Operation ExtractMin(H):
© durchlaufe die Liste der Wurzeln der Binomialbdume in H und
finde den/einen Baum mit minimaler Wurzel
@ gib den Schliissel dieser Wurzel zuriick

© erzeuge einen neuen Binomial Heap H’ aus den Unterbidumen
dieser Wurzel

Q H := Union(H, H’)
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Die Operation ExtractMin(H):

m

© durchlaufe die Liste der Wurzeln der Binomialbdume in H und
finde den/einen Baum mit minimaler Wurzel

@ gib den Schliissel dieser Wurzel zuriick

© erzeuge einen neuen Binomial Heap H’ aus den Unterbidumen
dieser Wurzel

Q H := Union(H,H’)
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Die Operation ExtractMin(H):
@ durchlaufe die Liste der Wurzeln der Binomialbdume in H und
finde den/einen Baum mit minimaler Wurzel
@ gib den Schliissel dieser Wurzel zuriick

© erzeuge einen neuen Binomial Heap H’ aus den Unterbidumen
dieser Wurzel

Q H := Union(H,H’)

Falls H n Schliissel enthilt, betragt die Laufzeit der
ExtractMin-Operation offensichtlich O(logn).
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Die Operation DecreaseKey(H,v, k) (diese Operation ersetzt, falls
k < key(v), key(v) durch k):

© sei B; der Binomialbaum in H, der den Knoten v enthilt
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Die Operation DecreaseKey(H, v, k) (diese Operation ersetzt, falls
k < key(v), key(v) durch k):

@ sei B; der Binomialbaum in H, der den Knoten v enthalt
@ falls k < key(v), ersetze key(v) durch k
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Die Operation DecreaseKey(H, v, k) (diese Operation ersetzt, falls
k < key(v), key(v) durch k):

@ sei B; der Binomialbaum in H, der den Knoten v enthalt

@ falls k < key(v), ersetze key(v) durch k

© stelle, falls nétig, die Heap-Bedingung auf dem Pfad von v zur

Wurzel von B; wieder her, indem, solange nétig, der Schliissel
eines Knotens mit dem seines Vaters ausgetauscht wird

Info IV
m Ernst W. Mayr



Die Operation DecreaseKey(H,v, k) (diese Operation ersetzt, falls
k < key(v), key(v) durch k):

@ sei B; der Binomialbaum in H, der den Knoten v enthilt

Q falls k < key(v), ersetze key(v) durch k

O stelle, falls nétig, die Heap-Bedingung auf dem Pfad von v zur
Wurzel von B; wieder her, indem, solange nétig, der Schliissel
eines Knotens mit dem seines Vaters ausgetauscht wird
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Die Operation DecreaseKey(H,v, k) (diese Operation ersetzt, falls
k < key(v), key(v) durch k):

@ sei B; der Binomialbaum in H, der den Knoten v enthilt

Q falls k < key(v), ersetze key(v) durch k

O stelle, falls nétig, die Heap-Bedingung auf dem Pfad von v zur
Wurzel von B; wieder her, indem, solange nétig, der Schliissel
eines Knotens mit dem seines Vaters ausgetauscht wird

Falls H n Schliissel enthilt, betragt die Laufzeit der
DecreaseKey-Operation offensichtlich O(logn).
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5. Mengendarstellungen — Union-Find-Strukturen

Gegeben ist eine (endliche) Menge S von Objekten, die in Klassen
X, partitioniert ist:

S=XjwXoWw... WX

Fiir jede Klasse X; gibt es dabei einen Reprdsentanten r; € X;.
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5. Mengendarstellungen — Union-Find-Strukturen

Gegeben ist eine (endliche) Menge S von Objekten, die in Klassen
X, partitioniert ist:

S=XjwXoWw... WX
Fiir jede Klasse X; gibt es dabei einen Reprdsentanten r; € X;.

Es wird eine Datenstruktur gesucht, die die folgenden Operationen
effizient unterstiitzt:

@ /nit(S): jedes Element € S bildet eine eigene Klasse mit sich
selbst als Reprasentant
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5. Mengendarstellungen — Union-Find-Strukturen

Gegeben ist eine (endliche) Menge S von Objekten, die in Klassen
X, partitioniert ist:

S=XjwXoWw... WX
Fiir jede Klasse X; gibt es dabei einen Reprdsentanten r; € X;.

Es wird eine Datenstruktur gesucht, die die folgenden Operationen
effizient unterstiitzt:

@ /nit(S): jedes Element € S bildet eine eigene Klasse mit sich
selbst als Reprasentant

@ Union(r,s): vereinige die beiden Klassen mit r bzw. s als
Reprasentanten, wahle r als Reprasentant der neuen Klasse
(die beiden alten Klassen verschwinden)
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5. Mengendarstellungen — Union-Find-Strukturen

Gegeben ist eine (endliche) Menge S von Objekten, die in Klassen
X, partitioniert ist:

S=XjwXoWw... WX
Fiir jede Klasse X; gibt es dabei einen Reprdsentanten r; € X;.

Es wird eine Datenstruktur gesucht, die die folgenden Operationen
effizient unterstiitzt:

@ /nit(S): jedes Element € S bildet eine eigene Klasse mit sich
selbst als Reprasentant

@ Union(r,s): vereinige die beiden Klassen mit r bzw. s als
Reprasentanten, wahle r als Reprasentant der neuen Klasse
(die beiden alten Klassen verschwinden)

© Find(z): bestimme zu x € S den Reprasentanten der
eindeutigen aktuellen Klasse, die x enthalt
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5. Mengendarstellungen — Union-Find-Strukturen

Gegeben ist eine (endliche) Menge S von Objekten, die in Klassen
X, partitioniert ist:

S=XjwXoWw... WX
Fiir jede Klasse X; gibt es dabei einen Reprdsentanten r; € X;.

Es wird eine Datenstruktur gesucht, die die folgenden Operationen
effizient unterstiitzt:
@ /nit(S): jedes Element € S bildet eine eigene Klasse mit sich
selbst als Reprasentant
@ Union(r,s): vereinige die beiden Klassen mit r bzw. s als
Reprasentanten, wahle r als Reprasentant der neuen Klasse
(die beiden alten Klassen verschwinden)
@ Find(z): bestimme zu z € S den Reprasentanten der
eindeutigen aktuellen Klasse, die x enthalt
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Eine entsprechende Datenstruktur nennt man auch
Union-Find-Struktur.
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Eine entsprechende Datenstruktur nennt man auch
Union-Find-Struktur.

Eine triviale Implementierung, in der zu jedem Element aus S sein

Reprasentant (bzw. ein Verweis darauf) gespeichert wird, benétigt
im worst case Laufzeit Q(]S|) fiir die Union-Operation.
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Eine entsprechende Datenstruktur nennt man auch
Union-Find-Struktur.

Eine triviale Implementierung, in der zu jedem Element aus S sein
Reprasentant (bzw. ein Verweis darauf) gespeichert wird, benétigt
im worst case Laufzeit Q(]S|) fiir die Union-Operation.

Um logarithmische Laufzeit zu erreichen, realisieren wir die
Datenstruktur als Vereinigung von zur Wurzel hin gerichteten
Baumen. Dabei bilden die Reprasentanten die Wurzeln und die
restlichen Elemente der Klasse die restlichen Knoten.
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Beispiel 209
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Die Operationen Find und Union werden wie folgt implementiert:

Find(x) verfolge von x aus den Pfad zur Wurzel und gib diese
aus; die worst-case Laufzeit ist proportional zur
maximalen Hohe eines Baums in der
Union-Find-Struktur.
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Die Operationen Find und Union werden wie folgt implementiert:

m

Find(z) verfolge von x aus den Pfad zur Wurzel und gib diese

Union(r, s)
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aus; die worst-case Laufzeit ist proportional zur
maximalen Hohe eines Baums in der
Union-Find-Struktur.

hange die Wurzel des niedrigeren Baums als neues
Kind der Wurzel des anderen Baums ein; vertausche
notfalls  und s, damit r an der Wurzel des neuen
Baums zu liegen kommt.




Die Operationen Find und Union werden wie folgt implementiert:

Find(z) verfolge von x aus den Pfad zur Wurzel und gib diese
aus; die worst-case Laufzeit ist proportional zur
maximalen Hohe eines Baums in der
Union-Find-Struktur.

Union(r,s) hénge die Wurzel des niedrigeren Baums als neues
Kind der Wurzel des anderen Baums ein; vertausche
notfalls 7 und s, damit r an der Wurzel des neuen
Baums zu liegen kommt.
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Die Operationen Find und Union werden wie folgt implementiert:

Find(z) verfolge von x aus den Pfad zur Wurzel und gib diese
aus; die worst-case Laufzeit ist proportional zur
maximalen Hohe eines Baums in der
Union-Find-Struktur.

Union(r,s) hénge die Wurzel des niedrigeren Baums als neues
Kind der Wurzel des anderen Baums ein; vertausche
notfalls 7 und s, damit r an der Wurzel des neuen
Baums zu liegen kommt.

Wir nennen die bei der Union-Operation verfolgte Strategie
gewichtete Vereinigung. Um sie effizient implementieren zu
kdnnen, wird fiir jeden Baum der Union-Find-Struktur seine Hohe
mitgefiihrt.
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Lemma 210
Sei T ein Baum einer Union-Find-Struktur mit gewichteter
Vereinigung. Dann gilt fiir seine Héhe h(T)

WT) <1d(|T)
wobei |T'| die Anzahl der Knoten in T' bezeichnet.
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Lemma 210
Sei T ein Baum einer Union-Find-Struktur mit gewichteter
Vereinigung. Dann gilt fiir seine Héhe h(T)
MT) <1d(|T1),
wobei |T'| die Anzahl der Knoten in T' bezeichnet.

Beweis:

Beweis durch Induktion iliber die Hohe.

Induktionsanfang: Fiir Bdume der Hohe 0 oder 1 stimmt die
Behauptung.
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Lemma 210
Sei T' ein Baum einer Union-Find-Struktur mit gewichteter
Vereinigung. Dann gilt fiir seine Héhe h(T)
rMT) <1d(|T1),
wobei |T'| die Anzahl der Knoten in T' bezeichnet.

Beweis:

Induktionsschluss: Sei 0.B.d.A. h(T}) > h(T5s). Ist

h(T,) > h(Ts), so ist die neue Hohe = h(T,) und die Behauptung
erfiillt.

Ist h(T}.) = h(T5), so ist die neue Héhe = h(T}.) + 1, und es gilt:

(T | + |T5)) = 1d(2 min{| T, [T5[})
— 1+ d(min{ T, [T2]})
> 1+ h(Ts) gemaB LA
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