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Definition 134
Die Ackermann-Funktion a : Ng — Np:

y+1 falls z =0
a(z,y) == qalr—1,1) fallsz > 1,y =0
a(x —lya(x,y — 1)) fallsz,y>1
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Definition 134
Die Ackermann-Funktion a : Ng — Np:

y+1 fallsx =0
a(z,y) == qalr—1,1) fallsz > 1,y =0
a(x —lya(x,y — 1)) fallsz,y>1

Einige Eigenschaften der Ackermann-Funktion, die man per
Induktion zeigen kann:

Q a(l,y) =y+2 a(2,y) =2y +3firalley
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Genauer:

y —
0 1 2 3 4 5

0 1 2 3 4 5 6

1 2 3 4 5 6 7
x 2 3 5 7 9 11 13
1 3 5 13 29 61 125 253

65536

4 13 65533 209936 3 927" 3 92 _3

5 65533
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Lemma 135
Sei P ein LOOP-Programm mit den Variablen x1, ..., xy, und sei

fr(n) = max{z n; an <n},

wobei, firi=1,...,k, n, der Wert von x; nach Beendigung von
P und n; der Startwert von x; vor Beginn von P ist. Dann gibt es
eint € N, so dass

Vn € Ny : fp(n) < a(t,n).
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Beweis:
durch Induktion tber den Aufbau von P.

Induktionsanfang;:
P= xz;:=xz;%c¢c 0E ce{0,1}. Esist klar, dass
fr(n) <2n+1<2n+3=a(2,n) fir alle n

= t = 2 tut es!

Info IV
m Ernst W. Mayr



Beweis:

durch Induktion iiber den Aufbau von P.

Induktionsschritt:

1. Fall: P = P;; P,. Nach Induktionsannahme gibt es k1, ko € N,
so dass fiir i = 1,2 und fiir alle n € Ny fp, < a(k;,n).

Damit

fp(n)

(kQ, (kl, n)) Setze k3 := max{ks, k1 — 1}.
(ks,a(ks +1,n)) Monotonie!
(
(

IAN A A IA

ks +2,n) Eigenschaft 4 der Ackermannfkt.

und t = k3 + 2 tut es hier!
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Beweis:

durch Induktion iiber den Aufbau von P.
Induktionsschritt:

2. Fall: P =LOOP z; DO @Q END.

Die Abschatzung erfolgt analog zum 1. Fall und wird als
Ubungsaufgabe iiberlassen.
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Satz 136
Die Ackermann-Funktion ist nicht LOOP-berechenbar.
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Satz 136
Die Ackermann-Funktion ist nicht LOOP-berechenbar.

Beweis:
Angenommen doch. Sei P ein zugehériges LOOP-Programm, das

g(n) == a(n,n)

berechnet.
Nach Definition von fp gilt g(n) < fp(n) fiir alle n € Ny.
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Satz 136
Die Ackermann-Funktion ist nicht LOOP-berechenbar.

Beweis:
Angenommen doch. Sei P ein zugehériges LOOP-Programm, das

g(n) == a(n,n)

berechnet.
Nach Definition von fp gilt g(n) < fp(n) fiir alle n € Ny.

Wahle gemaB dem obigen Lemma ¢ mit fp(-) < a(t,-) und setze

n =t:
fp(t) <al(t,t) =g(t) < fp(t)
= Widerspruch! O
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1.6 p-rekursive Funktionen

Fiir eine Funktion f liefert der so genannte u-Operator das kleinste
Argument, fiir das f gleich 0 wird (falls ein solches existiert). Der
u-Operator gestattet so z.B., vorab die Anzahl der Durchlaufe einer
WHILE-Schleife zu bestimmen, bis die Laufvariable gleich 0 wird.
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1.6 p-rekursive Funktionen

Fiir eine Funktion f liefert der so genannte u-Operator das kleinste
Argument, fiir das f gleich 0 wird (falls ein solches existiert). Der
u-Operator gestattet so z.B., vorab die Anzahl der Durchlaufe einer
WHILE-Schleife zu bestimmen, bis die Laufvariable gleich 0 wird.

Definition 137

Sei f eine (nicht notwendigerweise totale) k + 1-stellige Funktion.
Die durch Anwendung des i-Operators entstehende Funktion f,
ist definiert durch:

fu: ng — Ng
min{n € No; f(n,z1,...,2x) =0} falls
(x1,...,2) — f(m,xq,...,x) definiert fiir alle m < n
L (undefiniert) sonst
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Definition 138

Die Klasse der p-rekursiven Funktionen ist die kleinste Klasse von
(nicht notwendigerweise totalen) Funktionen, die die
Basisfunktionen (konstante Funktionen, Nachfolgerfunktion,
Projektionen) enthilt und alle Funktionen, die man hieraus durch
(evtl. wiederholte) Anwendung von Komposition, primitiver
Rekursion und/oder des p-Operators gewinnen kann.
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Definition 138

Die Klasse der p-rekursiven Funktionen ist die kleinste Klasse von
(nicht notwendigerweise totalen) Funktionen, die die
Basisfunktionen (konstante Funktionen, Nachfolgerfunktion,
Projektionen) enthilt und alle Funktionen, die man hieraus durch
(evtl. wiederholte) Anwendung von Komposition, primitiver
Rekursion und/oder des p-Operators gewinnen kann.

Satz 139
f p-rekursiv <= f WHILE-berechenbar.
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Definition 138

Die Klasse der p-rekursiven Funktionen ist die kleinste Klasse von
(nicht notwendigerweise totalen) Funktionen, die die
Basisfunktionen (konstante Funktionen, Nachfolgerfunktion,
Projektionen) enthilt und alle Funktionen, die man hieraus durch
(evtl. wiederholte) Anwendung von Komposition, primitiver
Rekursion und/oder des p-Operators gewinnen kann.

Satz 139
f p-rekursiv <= f WHILE-berechenbar.

Beweis:
Der Beweis ist elementar.

O
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2. Entscheidbarkeit, Halteproblem

Wir wollen nun zeigen, dass es keinen Algorithmus geben kann, der
als Eingabe ein (beliebiges) Programm P und Daten x fiir P erhilt
und (fiir jedes solches Paar (P, z)!) entscheidet, ob P halt, wenn
es mit Eingabe x gestartet wird.
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2. Entscheidbarkeit, Halteproblem

Wir wollen nun zeigen, dass es keinen Algorithmus geben kann, der
als Eingabe ein (beliebiges) Programm P und Daten x fiir P erhilt
und (fiir jedes solches Paar (P, z)!) entscheidet, ob P halt, wenn
es mit Eingabe x gestartet wird.

Wir erinnern uns:

@ Eine Sprache A ist rekursiv gdw die charakteristische Funktion
X A berechenbar ist.
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2. Entscheidbarkeit, Halteproblem

Wir wollen nun zeigen, dass es keinen Algorithmus geben kann, der
als Eingabe ein (beliebiges) Programm P und Daten x fiir P erhilt
und (fiir jedes solches Paar (P, z)!) entscheidet, ob P halt, wenn
es mit Eingabe x gestartet wird.

Wir erinnern uns:

© Eine Sprache A ist rekursiv gdw die charakteristische Funktion
x A berechenbar ist.

@ Eine Sprache A ist rekursiv aufzéhlbar (r.a.) gdw die
semi-charakteristische Funktion x’y berechenbar ist.
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2.1 Rekursive Aufzdhlbarkeit

Definition 140
Eine Sprache A C X* heiBt rekursiv auflistbar, falls es eine
berechenbare Funktion f : Ng — 3* gibt, so dass

A={f(0),f(1), f(2),...}.
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2.1 Rekursive Aufzdhlbarkeit

Definition 140
Eine Sprache A C X* heiBt rekursiv auflistbar, falls es eine
berechenbare Funktion f : Ng — 3* gibt, so dass

A= {f(o)af(l)af(2)v}

Bemerkung: Es ist nicht verlangt, dass die Auflistung in einer
gewissen Reihenfolge (z.B. lexikalisch) erfolgt!

Info IV 2.1 Rekursive Aufzihlbarkeit
m Ernst W. Mayr



Beispiel 141
¥* (mit ¥ = {0,1}) ist rekursiv auflistbar. Wir betrachten dazu
etwa folgende Funktion:

alle nullstelligen Worter f(0)=¢
alle einstelligen Worter F1)=0
f(2)=1

f(3) =00

alle zweistelligen Worter f4) =01

f(5) =10

f(6) =11

(7) =000

f
alle dreistelligen Worter {
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Beispiel 141
Eine weitere Moglichkeit, eine Funktion f anzugeben, die alle
Woarter € {0,1}* auflistet, ist:

f(n) = Bindrkodierung von n + 1 ohne die fiihrende 1

Also:
f(0) = 1le
f(1)=10
f(2)y=11
f(3) =100
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Beispiel 141
Lry = {w € {0,1}*; w ist Codierung einer TM} ist rekursiv
auflistbar:

Wir listen {0, 1}* rekursiv auf, priifen jedes erzeugte Wort, ob es
eine syntaktisch korrekte Codierung einer Turing-Maschine ist, und
verwerfen es, falls nicht.
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Beispiel 141
Lry = {w € {0,1}*; w ist Codierung einer TM} ist rekursiv
auflistbar:

Wir listen {0, 1}* rekursiv auf, priifen jedes erzeugte Wort, ob es
eine syntaktisch korrekte Codierung einer Turing-Maschine ist, und
verwerfen es, falls nicht.

Wir wahlen stattdessen die kanonische Auflistung von {0,1}* und

ersetzen jedes dabei erzeugte Wort, das keine korrekte Codierung
darstellt, durch den Code einer Standard-TM, die () akzeptiert.
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Satz 142
Eine Sprache A ist genau dann rekursiv auflistbar, wenn sie
rekursiv aufzdhlbar (semi-entscheidbar) ist.
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Beweis:
Wir zeigen zunichst ,,=".
Sei f: Ny — X* eine berechenbare Funktion, die A auflistet.

Betrachte folgenden Algorithmus:
lies die Eingabe w € ¥*
z:=0
while true do
if w= f(x) then return (,ja"); halt fi
rz:=x+1
od
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Beweis:
Wir zeigen zundchst ,=".

Sei f: Ny — X* eine berechenbare Funktion, die A auflistet.
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z:=0
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Beweis:
Wir zeigen zundchst ,=".

Sei f: Ny — X* eine berechenbare Funktion, die A auflistet.

Betrachte folgenden Algorithmus:
lies die Eingabe w € ¥*
z:=0
while true do
if w= f(x) then return (,ja"); halt fi

r:=x+1
od
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Beweis:

Wir zeigen nun ,, <",

Sei P eine WHILE-Programm, das die semi-charakteristische
Funktion x/, berechnet, und sei f eine berechenbare Funktion, die
>* auflistet.

Betrachte folgenden Algorithmus:
lies die Eingabe n € Ny

count == —1: k= —1
repeat
ki=k+1

w:= f(c1(k)); m = ca(k)
if P halt bei Eingabe w in genau m Schritten then
count := count + 1
until count =n
return w
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Beweis:

Wir zeigen nun ,, <",

Sei P eine WHILE-Programm, das die semi-charakteristische
Funktion x/, berechnet, und sei f eine berechenbare Funktion, die
>* auflistet.

Betrachte folgenden Algorithmus:
lies die Eingabe n € Ny

count .= —1; k= —1
repeat
k=k+1

w:= f(c1(k)); m = ca(k)
if P halt bei Eingabe w in genau m Schritten then
count := count + 1
until count =n
return w
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Betrachte folgenden Algorithmus:
lies die Eingabe n € Ny
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Beweis:

Wir zeigen nun ,, <",

Sei P eine WHILE-Programm, das die semi-charakteristische
Funktion x/, berechnet, und sei f eine berechenbare Funktion, die
>* auflistet.

Betrachte folgenden Algorithmus:
lies die Eingabe n € Ny

count == —1: k= —1
repeat
ki=k+1

w:= f(c1(k)); m = ca(k)
if P halt bei Eingabe w in genau m Schritten then
count := count + 1
until count =n
return w
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Beweis:

Wir zeigen nun ,,<".

Sei P eine WHILE-Programm, das die semi-charakteristische
Funktion x/, berechnet, und sei f eine berechenbare Funktion, die
>* auflistet.

Betrachte folgenden Algorithmus:
lies die Eingabe n € Ny
count ;= —1; k:= —1
repeat
k=k+1
w:= f(c1(k)); m := co(k)
if P halt bei Eingabe w in genau m Schritten then
count := count + 1
until count =n
return w

Hier sind ¢; und ¢y die Umkehrfunktionen einer Paarfunktion.
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2.2 Halteproblem

Definition 143
Unter dem speziellen Halteproblem Hj versteht man die folgende
Sprache:

Hg = {w € {0,1}*; M, angesetzt auf w halt}

Hierbei ist (M., My, My, ...) eine berechenbare Auflistung der
Turing-Maschinen.
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2.2 Halteproblem

Definition 143
Unter dem speziellen Halteproblem Hj versteht man die folgende
Sprache:

Hg = {w € {0,1}*; M, angesetzt auf w halt}

Hierbei ist (M., My, My, ...) eine berechenbare Auflistung der
Turing-Maschinen.

Wir definieren weiter

Definition 144

Lqg={w € ¥*; M,, akzeptiert w nicht}
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Satz 145
L ist nicht rekursiv aufzdhlbar.
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Satz 145
L ist nicht rekursiv aufzdhlbar.

Beweis:

Ware L, r.a., dann gibe es ein w, so dass Ly = L(M,).
Dann gilt:

M, akzeptiert w nicht < w € Ly
& we L(M,y)
& M, akzeptiert w
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Beweis:
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Dann gilt:

M, akzeptiert w nicht < w € Ly
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& M, akzeptiert w

=" Widerspruch! O
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Satz 145
L ist nicht rekursiv aufzdhlbar.

Beweis:
Ware L, r.a., dann gibe es ein w, so dass Ly = L(M,).
Dann gilt:
M, akzeptiert w nicht < w € Ly
& we L(M,y)
& M, akzeptiert w
=" Widerspruch! O
Korollar 146

Ly ist nicht entscheidbar.
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