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Info IV 1.0 Der Begriff der Berechenbarkeit
m Ernst W. Mayr



1.1 Turing-Berechenbarkeit

Definition 109
Eine (partielle) Funktion

f:NAD D — Ny

heiBt Turing-berechenbar, falls es eine deterministische
Turingmaschine gibt, die fiir jede Eingabe (n1,...,n;) € D nach
endlich vielen Schritten mit dem Bandinhalt

f(nla"'ank) EI\IO

halt. Falls (n1,...,ng) & D, hélt die Turingmaschine nicht!
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1.1 Turing-Berechenbarkeit

Definition 109
Eine (partielle) Funktion

f:NAD D — Ny

heiBt Turing-berechenbar, falls es eine deterministische
Turingmaschine gibt, die fiir jede Eingabe (n1,...,n;) € D nach
endlich vielen Schritten mit dem Bandinhalt

f(nla"'ank) EI\IO

halt. Falls (n1,...,ng) & D, hélt die Turingmaschine nicht!

Dabei nehmen wir an, dass Tupel wie (n1,...,ny) geeignet codiert
auf dem Band der Turingmaschine dargestellt werden.
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Eine beliebte Modellvariante ist die k-Band-Turingmaschine, die
statt einem Band k, k > 1, Arbeitsbander zur Verfligung hat, deren
Lese-/Schreibkdpfe sie unabhingig voneinander bewegen kann.
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Eine beliebte Modellvariante ist die k-Band-Turingmaschine, die
statt einem Band k, k > 1, Arbeitsbander zur Verfligung hat, deren
Lese-/Schreibkdpfe sie unabhingig voneinander bewegen kann.

Oft existiert auch ein spezielles Eingabeband, das nur gelesen, aber
nicht geschrieben werden kann (read-only). Der Lesekopf kann
jedoch normalerweise in beiden Richtungen bewegt werden.
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Eine beliebte Modellvariante ist die k-Band-Turingmaschine, die
statt einem Band k, k > 1, Arbeitsbander zur Verfligung hat, deren
Lese-/Schreibkdpfe sie unabhingig voneinander bewegen kann.

Oft existiert auch ein spezielles Eingabeband, das nur gelesen, aber
nicht geschrieben werden kann (read-only). Der Lesekopf kann
jedoch normalerweise in beiden Richtungen bewegt werden.

Ebenso wird oft ein spezielles Ausgabeband verwendet, das nur
geschrieben, aber nicht gelesen werden kann (write-only). Der
Schreibkopf kann dabei nur nach rechts bewegt werden.
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Beispiel 110 (k-Band-Turingmaschine)
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Satz 111
Jede k-Band-Turingmaschine kann effektiv durch eine 1-Band-TM
simuliert werden.
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Satz 111
Jede k-Band-Turingmaschine kann effektiv durch eine 1-Band-TM
simuliert werden.

Beweis:

Wir simulieren die k Bander auf k& Spuren eines Bandes, wobei wir
das Teilalphabet fiir jede Spur auch noch so erweitern, dass die
Kopfposition des simulierten Bandes mit gespeichert werden

kann. ]
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Definition 112
Eine Sprache A C ¥* heiBt rekursiv oder entscheidbar, falls es eine

deterministische TM M gibt, die auf allen Eingaben € ¥* hilt und
A erkennt.
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Definition 112

Eine Sprache A C ¥* heiBt rekursiv oder entscheidbar, falls es eine
deterministische TM M gibt, die auf allen Eingaben € ¥* hilt und
A erkennt.

Definition 113
Eine Sprache A C ¥* heiBt rekursiv aufzihlbar (r.a.) oder
semi-entscheidbar, falls es eine TM N gibt, fiir die

also, falls A Chomsky-0 ist.
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Definition 114
Sei A C ¥*. Die charakteristische Funktion x4 von A ist

1 fallswe A
xa(w) =

0 sonst
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Definition 114
Sei A C ¥*. Die charakteristische Funktion x4 von A ist

1 fallswe A
xa(w) =
0 sonst

Definition 115
Sei A C ¥*. x/; ist definiert durch

' (w) = 1 fallsw e A
X4 undefiniert sonst
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Satz 116
A ist rekursiv < x 4 ist berechenbar.
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Satz 116
A ist rekursiv < x 4 ist berechenbar.

Beweis:
Folgt aus der Definition von rekursiv: es gibt eine TM, die ja oder
nein liefert. Wandle das Ergebnis in 1 oder 0. O
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Satz 117
A ist rekursiv aufzahlbar < x', ist berechenbar.
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Satz 117
A ist rekursiv aufzahlbar < x', ist berechenbar.

Beweis:
Folgt unmittelbar aus der Definition.
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Satz 117
A ist rekursiv aufzahlbar < x', ist berechenbar.

Beweis:
Folgt unmittelbar aus der Definition. O

Satz 118 B
A ist rekursiv < X'y und x'; sind berechenbar (< A und A sind

r.a.)
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Satz 117
A ist rekursiv aufzahlbar < X', ist berechenbar.

Beweis:

Folgt unmittelbar aus der Definition. O

Satz 118 B
A ist rekursiv < X'y und x'; sind berechenbar (< A und A sind

r.a.)

Beweis:
Nur < ist nichttrivial. Wir lassen hier eine TM fiir A und eine TM
fiir A Schritt fiir Schritt parallel laufen. O
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1.2 WHILE-Berechenbarkeit

WHILE-Programme sind wie folgt definiert:

Variablen: x1, 22,23, ...
Konstanten: 0, 1, 2, ...
Trennsymbole: ; := #
Operatoren: + -
Schliisselworter: WHILE DO END
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Der Aufbau von WHILE-Programmen:

® x;:=c, T;:=x; +c, v;:=x; — csind WHILE-Programme
Die Interpretation dieser Ausdriicke erfolgt, wie liblich, mit der
Einschrankung, dass x; — c als 0 gewertet wird, falls ¢ > x;.
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m

Der Aufbau von WHILE-Programmen:

® x;:=c, ¥;:=x; +c, v;:=x; — csind WHILE-Programme
Die Interpretation dieser Ausdriicke erfolgt, wie iiblich, mit der
Einschrankung, dass z; — c als 0 gewertet wird, falls ¢ > z;.

@ Sind P; und P, WHILE-Programme, so ist auch
Py; Py
ein WHILE-Programm.
Interpretation: Fiihre zuerst P; und dann P aus.
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Der Aufbau von WHILE-Programmen:

m

® x;:=c, ¥;:=x; +c, v;:=x; — csind WHILE-Programme

Die Interpretation dieser Ausdriicke erfolgt, wie iiblich, mit der
Einschrankung, dass z; — c als 0 gewertet wird, falls ¢ > z;.

Sind P; und P>, WHILE-Programme, so ist auch
Py; Py
ein WHILE-Programm.
Interpretation: Fiihre zuerst P; und dann P» aus.
Ist P ein WHILE-Programm, so ist auch
WHILE z; # 0 DO P END

ein WHILE-Programm.
Interpretation: Fiihre P solange aus, bis x; den Wert 0 hat.
Achtung: Zuweisungen an z; im Innern von P beeinflussen
dabei den Wert von z;!

Info IV
Ernst W. Mayr



Der Aufbau von WHILE-Programmen:

® x;:=c, ¥;:=x; +c, v;:=x; — csind WHILE-Programme
Die Interpretation dieser Ausdriicke erfolgt, wie liblich, mit der
Einschrankung, dass x; — c als 0 gewertet wird, falls ¢ > x;.

e Sind P; und P, WHILE-Programme, so ist auch
Py; Py
ein WHILE-Programm.
Interpretation: Fiihre zuerst P; und dann P aus.
@ Ist P ein WHILE-Programm, so ist auch
WHILE z; # 0 DO P END

ein WHILE-Programm.
Interpretation: Fiihre P solange aus, bis x; den Wert 0 hat.
Achtung: Zuweisungen an x; im Innern von P beeinflussen
dabei den Wert von z;!
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Satz 119
Ist eine Funktion WHILE-berechenbar, so ist sie auch
Turing-berechenbar.
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Satz 119
Ist eine Funktion WHILE-berechenbar, so ist sie auch
Turing-berechenbar.

Beweis:

Die Turingmaschine merkt sich den Programmzahler des
WHILE-Programms sowie die aktuellen Werte aller Variablen. Der
Platz dafiir muss notfalls immer wieder angepasst werden. Ol
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Satz 119
Ist eine Funktion WHILE-berechenbar, so ist sie auch

Turing-berechenbar.

Beweis:

Die Turingmaschine merkt sich den Programmzahler des
WHILE-Programms sowie die aktuellen Werte aller Variablen. Der
Platz dafiir muss notfalls immer wieder angepasst werden. Ol

Wir werden spater auch die umgekehrte Aussage des obigen Satzes
zeigen.

1.2 WHILE-Berechenbarkeit

Info IV
m Ernst W. Mayr



1.3 GOTO-Berechenbarkeit

GOTO-Programme sind wie folgt definiert:

Variablen: x1, 22,23, ...

Konstanten: 0, 1, 2, ...

Trennsymbole: ; :=

Operatoren: + - =

Schliisselworter: [F THEN GOTO HALT

Info IV 1.3 GOTO-Berechenbarkeit
m Ernst W. Mayr



Ein GOTO-Programm ist eine Folge von markierten Anweisungen

MliAl;MQ:AQ;...;MkZAk

wobei die A; Anweisungen und die M; Zielmarken fiir Spriinge sind.

Als Anweisungen konnen auftreten:

o Wertzuweisung: x; :==x; £ ¢

Dabei ist ¢ jeweils eine (beliebige) Konstante.
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Ein GOTO-Programm ist eine Folge von markierten Anweisungen

MliAl;MQ:AQ;...;MkZAk

wobei die A; Anweisungen und die M; Zielmarken fiir Spriinge sind.

Als Anweisungen konnen auftreten:
o Wertzuweisung: x; :==x; £ ¢
@ unbedingter Sprung: GOTO M;

Dabei ist ¢ jeweils eine (beliebige) Konstante.
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Ein GOTO-Programm ist eine Folge von markierten Anweisungen

MliAl;MQ:AQ;...;MkZAk

wobei die A; Anweisungen und die M; Zielmarken fiir Spriinge sind.

Als Anweisungen konnen auftreten:
o Wertzuweisung: x; :==x; £ ¢
@ unbedingter Sprung: GOTO M;
@ bedingter Sprung: IF z; = ¢ THEN GOTO M;

Dabei ist ¢ jeweils eine (beliebige) Konstante.
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Ein GOTO-Programm ist eine Folge von markierten Anweisungen

MliAl;MQ:AQ;...;MkZAk

wobei die A; Anweisungen und die M; Zielmarken fiir Spriinge sind.

Als Anweisungen konnen auftreten:
o Wertzuweisung: x; :==x; £ ¢
@ unbedingter Sprung: GOTO M;
@ bedingter Sprung: IF z; = ¢ THEN GOTO M;
@ Stopanweisung: HALT

Dabei ist ¢ jeweils eine (beliebige) Konstante.
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Ein GOTO-Programm ist eine Folge von markierten Anweisungen

MliAl;MQ:AQ;...;MkZAk

wobei die A; Anweisungen und die M; Zielmarken fiir Spriinge sind.

Als Anweisungen konnen auftreten:
o Wertzuweisung: x; :==x; £ ¢
@ unbedingter Sprung: GOTO M;
@ bedingter Sprung: IF z; = ¢ THEN GOTO M;
@ Stopanweisung: HALT

Dabei ist ¢ jeweils eine (beliebige) Konstante.
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Satz 120
Jedes WHILE-Programm kann durch ein GOTO-Programm
simuliert werden.
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Satz 120

Jedes WHILE-Programm kann durch ein GOTO-Programm
simuliert werden.

Beweis:
Ersetze jede WHILE-Schleife WHILE x; # 0 DO P END durch
folgendes Konstrukt:

M;i: IF z; =0 THEN GOTO M,

P,
GOTO M;
M- 2.
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Satz 121
Jedes GOTO-Programm kann durch ein WHILE-Programm
simuliert werden.
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Beweis:
Gegeben sei das GOTO-Programm

My : Ay; My 2 Aoy My, - Ay

Wir simulieren dies durch ein WHILE-Programm mit genau einer
WHILE-Schleife:

c:=1;

WHILE ¢ # 0 DO
IF ¢ =1 THEN A} END;
IF ¢ =2 THEN A}, END;

IF ¢ =k THEN A} END;
END
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Beweis:
wobei

':cj =x;tbc:=c+1 falls A;=z;:=x;+0b

c:=/ falls A; = GOTO M,

IFx; =b THEN c:=¢ falls A; =IF x; = b THEN
ELSE c:=c+1 END GOTO M,
c:=0 falls A; = HALT

Es bleibt als Ubungsaufgabe iiberlassen, die IF-Anweisungen
ebenfalls durch WHILE-Schleifen zu ersetzen.

Info IV
m Ernst W. Mayr

1.3 GOTO-Berechenbarkeit



Satz 122
Aus Turing-Berechenbarkeit folgt GOTO-Berechenbarkeit.
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Satz 122
Aus Turing-Berechenbarkeit folgt GOTO-Berechenbarkeit.

Beweis:

Die Konfiguration («, g, 3) einer (det.) 1-Band-TM wird in den
Variablen z;, x¢, z, codiert. Die Zeichenreihen o und 3 werden als
Zahlen (zu einer geeigneten Basis) aufgefasst, mit der
niedrigstwertigen Ziffer bei der Position des Lese-/Schreibkopfes.
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Satz 122
Aus Turing-Berechenbarkeit folgt GOTO-Berechenbarkeit.

Beweis:

Die Konfiguration («, g, 3) einer (det.) 1-Band-TM wird in den
Variablen z;, x¢, z, codiert. Die Zeichenreihen o und 3 werden als
Zahlen (zu einer geeigneten Basis) aufgefasst, mit der
niedrigstwertigen Ziffer bei der Position des Lese-/Schreibkopfes.

Jedes Tupel der Ubergangsfunktion der TM wird durch ein
geeignetes kleines Programmstiick simuliert. Dabei werden
Operationen wie Multiplikation mit, Division durch und
Modulorechnung zur Basis benétigt. O
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