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3. Reguldre Sprachen

3.1 Deterministische endliche Automaten

Definition 21

Ein deterministischer endlicher Automat (englisch: deterministic
finite automaton, kurz DFA) wird durch ein 5-Tupel

M =(Q,X%,6,qo, F) beschrieben, das folgende Bedingungen
erfiillt:
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3. Reguldre Sprachen

3.1 Deterministische endliche Automaten

Definition 21

Ein deterministischer endlicher Automat (englisch: deterministic
finite automaton, kurz DFA) wird durch ein 5-Tupel

M =(Q,X%,6,qo, F) beschrieben, das folgende Bedingungen
erfiillt:

Q ( ist eine endliche Menge von Zustanden.

@ X ist eine endliche Menge, das Eingabealphabet, wobei
QN =0.

Q ¢ € Q ist der Startzustand.

Q@ F C (Q ist die Menge der Endzustidnde.

Q@ § : Q x X — Q heiBt Ubergangsfunktion.
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Die von M akzeptierte Sprache ist

~

L(M) = {w € 3 d(go,w) € F},

wobei ¢ : Q x ©* — Q induktiv definiert ist durch

~

) 0(q,e) = q fir alle g € Q
0(q,ax) = 6(d(q,a),x) firallege @,acX
und z € ¥*
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Die von M akzeptierte Sprache ist

~

L(M) == {w € &% d(qo,w) € F'},

wobei ¢ : Q x ©* — Q induktiv definiert ist durch

~

A(S(q,e) = q fir alle g € Q
d(g,ax) = 0(0(q,a),x) firallege Q,aecX
und z € ¥*

Bemerkung: Endliche Automaten kénnen durch (gerichtete und
markierte) Zustandsgraphen veranschaulicht werden:
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Die von M akzeptierte Sprache ist
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L(M) = {w € 3 d(go,w) € F},

wobei ¢ : Q x ©* — Q induktiv definiert ist durch

~

A(S(q,e) = q fir alle g € Q
d(g,ax) = 0(0(q,a),x) firallege Q,aecX
und z € ¥*

Bemerkung: Endliche Automaten kénnen durch (gerichtete und
markierte) Zustandsgraphen veranschaulicht werden:

@ Knoten Zustanden

1

o Kanten Ubergangen
@ genauer: die mit a € ¥ markierte Kante (u,v) entspricht

d(u,a) =wv
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Die von M akzeptierte Sprache ist

~

L(M) = {w € 3 d(go,w) € F},

wobei ¢ : Q x ©* — Q induktiv definiert ist durch

~

A(S(q,e) = q fir alle g € Q
d(g,ax) = 0(0(q,a),x) firallege Q,aecX
und z € ¥*

Bemerkung: Endliche Automaten kénnen durch (gerichtete und
markierte) Zustandsgraphen veranschaulicht werden:

@ Knoten Zustanden

1

o Kanten Ubergangen
@ genauer: die mit a € ¥ markierte Kante (u,v) entspricht
d(u,a) =wv
Der Anfangszustand wird durch einen Pfeil, Endzustidnde werden
durch doppelte Kreise gekennzeichnet.

Info IV 3.1 Deterministische endliche Automaten
m Ernst W. Mayr



Beispiel 22
Sei M = (Q,%,6,q0, F),

wobei

Q {0, 01,42, 43}

Y = {a,b}

o= {g}
6(90.a) = @
6(q0,0) = g3
6(qr,a) = @
6(q1,0) = q
o(q2.a) = g3
6(g2,0) = @
6(gz,a) = qo
6(g3,0) = @
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Satz 23
Ist M = (Q,%,0,qo, F) ein deterministischer endlicher Automat,

so ist die durch
P = {q—aq’; d(q,a) =q¢'}U{q — a; d(¢q,a) € F}

gegebene Grammatik G = (Q, %, P, qo) regular.
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Satz 23
Ist M = (Q,%,0,qo, F) ein deterministischer endlicher Automat,
so ist die durch

P = {q¢—aq; é(qa)=¢}U{q¢—a; 6(q,a) € F}

gegebene Grammatik G = (Q, %, P, qo) regular.

Beweis:
Offensichtlich! O
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Beispiel 24
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Produktionen:

q0
q1
q2
q3
q2

LD

aqi
aqz
aqs
ago
a

40
q1
q2
q3
q0

U

bqs
bqo
bq1
bz




Beispiel 24
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Produktionen:

q0
q1
q2
q3
q2

LD

3.1 Deterministische endliche Automaten

aqi
aqz
aqs
ago
a

40
q1
q2
q3
q0

U

go — aq1 — abqo

bqs
bqo
bq1
bz

— abagq; — abaags
—  abaaa € L(G)




Satz 25
Sei M = (Q,%,0,qo, F) ein endlicher deterministischer Automat.
Dann gilt fiir die soeben konstruierte regulire Grammatik G
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Satz 25
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Satz 25
Sei M = (Q,%,6,q0, F) ein endlicher deterministischer Automat.
Dann gilt fiir die soeben konstruierte reguldre Grammatik G

Beweis:
Sei w = ajas---a, € X*. Dann gilt gemaB Konstruktion:

w e L(M)

< 3qo,q1,...,q, € Q: qo Startzustand von M,
Vi=0,...,n—1: 0(qi, @iy1) = Git1, Gn € F

< Jdgo,q1,---,q9n € V' qo Startsymbol von G
qo — a1q1 — a1a2q2 — - — Q1 Ap—1Qn—1 —
— a1 Ap—10an

& we LG)
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Satz 25

Sei M = (Q,%,6,q0, F) ein endlicher deterministischer Automat.

Dann gilt fiir die soeben konstruierte reguldre Grammatik G

Beweis:
Sei w = ajas---a, € X*. Dann gilt gemaB Konstruktion:

w e L(M)

< 3qo,q1,...,q, € Q: qo Startzustand von M,
Vi=0,...,n—1: 0(qi, @iy1) = Git1, Gn € F

< Jdgo,q1,---,q9n € V' qo Startsymbol von G
qo — a1q1 — a1a2q2 — - — Q1 Ap—1Qn—1 —
— a1 Ap—10an

& we L(G)
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3.2 Nichtdeterministische endliche Automaten

Definition 26

Ein nichtdeterministischer endlicher Automat (englisch:
nondeterministic finite automaton, kurz NFA) wird durch ein
5-Tupel N = (@, X%, 9, S, F) beschrieben, das folgende
Bedingungen erfiillt:
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Die von N akzeptierte Sprache ist

~

L(N):={we X" §(S,w)NF #£0},
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Die von N akzeptierte Sprache ist

L(N):={we X" §(S,w)NF #£0},

wobei 4 : P(Q) x £* — P(Q) wieder induktiv definiert ist durch

~

(@0 = Q VQ'CQQ #0
0(Qax) = ] 0(8(g.a).x) W#Q CQVaeDVrex

qeq)’
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Satz 27
Ist G = (V,X, P,S) eine regulire (rechtslineare) Grammatik, so ist
N =(VU{X},%,4,{S}, F), mit

S, X}, fallsS—ee P
O {X), sonst

und, fiir alle A, B €V, ac X,

B e (A, a) — A —aB und
X €0(Ae) — A—a

ein nichtdeterministischer endlicher Automat.
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Beispiel 28
Produktionen:

m

S — aA a
S — B
A — aA
A = 4 b a
B — bB
B b
- b
0 €3
b
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Satz 29

Fiir jede von einem nichtdeterministischen endlichen Automaten
akzeptierte Sprache L gibt es auch einen deterministischen
endlichen Automaten M mit

L=L(M).
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Beweis:
Sei N =(Q,%,4,S,F) ein NFA.
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Beweis:
Sei N =(Q,%,4,S,F) ein NFA.

Definiere
e M/ = (Q/,E,(S/,Q6,F,)

Info IV
m Ernst W. Mayr




Beweis:
Sei N =(Q,%,4,S,F) ein NFA.

Definiere
0 M :=(Q,%,d,q,F")
@ Q' :=P(Q), die Potenzmenge von Q
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Beweis:
Sei N =(Q,%,4,S,F) ein NFA.

Definiere
@ M = (Q,%,,q), F)
Q@ Q' :=P(Q), die Potenzmenge von Q
Q 7(Q",a) :==Uy econ 5(¢,a)firalle Q" CQ, aey
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Beweis:
Sei N =(Q,%,4,S,F) ein NFA.

Definiere
0 M = (Q.%,8, ), F)
Q@ Q' :=P(Q), die Potenzmenge von Q
Q 9(Q",a) :==Uyeon 5(¢,a)firalle Q" CQ, aey
Q¢ =S5
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Beweis:
Sei N =(Q,%,4,S,F) ein NFA.

Definiere

m

0 M = (Q.%,8, ), F)

Q@ Q' :=P(Q), die Potenzmenge von Q

Q 9(Q",a) :==Uyeon 5(¢,a)firalle Q" CQ, aey
Qq:=5

0 = {Q"CQ Q'NF#0)
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Beweis:
Sei N =(Q,%,4,S,F) ein NFA.

Definiere

m

0 M = (Q,%,d, g F)

Q@ Q' :=P(Q), die Potenzmenge von Q

Q 9(Q",a) :==Uyeon 5(¢,a)firalle Q" CQ, aey
Qq:=5

Q F'={Q'CQ; Q'"NF+#0}
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